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微 局 部 分 析 自 20 世纪 60 和 华 代 中 创立 以 来 在 推动 偏 微分 方程 理论 的 发 展 
上 上 已 有 长 足 的 进步 。 迄 至 70 年代 末 已 成 定型 ,人称 “70 年 代 算法 ”。 其 后 更 向 
精密 化 发 展 ;同时 由 线性 领域 向 非 线性 领域 发 展 。 这 显然 是 90 年 代 大 有 希望 
的 人 研究 方向 。 本 书 的 目的 是 就 两 个 专门 问题 : 非 线性 奇 性 分 析 以 及 次 椭圆 问 
题 介 绍 这 些 发 展 , 其 中 不 少 内 容 是 作者 本 人 的 研究 成 果 。 本 书 的 结构 大 体 上 
是 : 第 2,3,4 章 主 题 是 非 线性 微 局 部 分 析 , 包括 J.-M. Bony 所 创立 的 仿 微分 
算 子 理论 以 及 非 线性 奇 性 分 析 。 后 三 章 包 括 了 非 齐 性 Sobolev 空间 上 的 拟 微分 
算 子 理 论 和 它 在 次 椭圆 问题 上 的 应 用 ,以 及 高 次 微 局 部 的 理论 等 。 以 上 两 部 分 
都 是 当前 正在 活跃 发 展 的 研究 领域 。 为 了 使 读者 能 明了 这 些 进展 的 由 来 并 方 
使 读者 阅读 , 在 第 1 章 中 系统 而 义 概括 地 介绍 了 经 典 的 微 局 部 分 析 。 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


现代 偏 微分 方程 引 论 / 齐 民 友 , 徐 超 江 , 王 维 克 编 著 .一 2 版 .一 武汉 :武汉 大 
学 出 版 社 ,2005. 4 

(武汉 大 学 学 术 从 书 ) 

ISBN 7-307-04555-9 


1 . 现 … 【 .外 齐 … Oke @ 王 … 和. 偏 微 分 方程 
N.O175.2 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2005) 第 030449 号 


HR: ARK PE 责任 校对 : WEE 版 式 设计 : 支 A 
出 版 发 行 ; 武汉 大 学 出 版 杜 〈430072 RA MAMM) 

(电子 邮件 : wdp4@@whu. edu.cn 网址 : www. wdp. whu. edu. cn) 
印刷 :武汉 大 学 出 版 社 印 出 总 厂 
开本 :, 880X1230 1/32 印张 :11.125 字数 , 305 Tr 插页 :3 
版 次 : 2005 年 4 月 第 1 版 2005 年 4 月 第 1 次 印刷 
ISBN 7-307-04555-9/O。325 定价 : 23. 00 元 


版 权 所 有 ,不 得 翻印 :所 购 教 材 , 如 有 缺 页 ` 倒 页 、 脱 页 等 质量 问题 .请 与 当地 图 书 销售 部 门 
联系 调换 。 


ER 


1930 年 出 生 ，1952 年 毕业 于 武汉 大 学 数 , 
学 系 , 并 从 事 偏 微分 方程 理论 的 研究 。 现 
任 武汉 大 学 数学 研究 所 教授 、 博 士 导师 ， 
国务 院 学 位 委员 会 数学 组 成 员 。 他 的 工 
作 《Fuchs 型 和 奇 性 偏 微分 方程 的 研究 》 
获得 1987 年 国家 自然 科学 四 等 奖 。 


徐 超 江 

1956 年 出 生 ，1982 年 毕业 于 武汉 大 学 数 
学 系 ，1986 年 获 法 国 南 巴黎 大 学 理学 博 
士 学 位 ，1990 年 获 法 国 “ 科 学 研究 指导 
者 ”文凭 。 现 任 武 汉 大 学 数学 研究 所 所 
长 、 教 授 、 博 士 导师 。 他 主持 的 工作 
《线性 与 非 线 性 微 局 部 分 析 》 获 得 
1991 年 国家 教委 科技 进步 二 等 奖 。 


王 维 克 


1954 年 出 生 ，1982 年 毕业 于 武汉 大 学 数 
学 系 , 1989 年 获 武汉 大 学 理学 博士 学 位 。 
现任 武汉 大 学 数学 研究 所 教授 。 他 参加 
的 工作 《线性 与 非 线 性 微 局 部 分 析 》 获 
得 1991 年 国家 教委 科技 进步 二 等 奖 。 


5| 


Til 


1822 ££ Fourier 发 表 了 他 的 名 著 “ 热 的 解析 理论 ”. 自 此 , 我 们 
有 了 Fourier 级 数 、Fourier 积分 , 总 之 有 了 调和 分 析 . 在 数学 中 几 
百年 来 一 直 充 满 着 活力 向 前 发 展 而 且 对 数学 以 及 其 他 科学 产生 了 越 
来 越 大 的 影响 . 这 样 的 数学 分 支 不 多 , 调和 分 析 毫 无 疑问 是 一 个 例 
子 〈 也 许 另 一 个 例子 是 Lie BE). Fourier 的 著作 的 意义 也 远 远 超出 
了 数学 本 身 . 下 面 只 从 与 本 书 有 关 的 角度 来 谈 谈 这 个 问题 

Fourier 在 他 的 书 里 研究 了 有 限 长 杆 上 的 热传导 方程 的 混合 边 
值 问题 

l ðu . 3u 


a? at ax?’ 
u(t,0) = u(t, l) = 0, 
u(0,x) = g(x), 

并 用 我 们 今天 熟知 的 分 离 变 量 法 将 它 的 解 写 成 了 


" 

- 2). NTI 

ult, x) 一 > a,e CI tsin EE 
n=] 


这 样 他 回答 了 18 世纪 围绕 弦 振 动 方程 产生 的 一 场 争论 : 当时 即 已 
知道 , 弦 振 动 方程 的 通 解 是 w(z 一 ct), 8 是 任意 函数 , 于 是 , 什么 叫 
“任意 函数 "? 例如 用 两 个 式 子 在 不 同 区 闻 上 定义 的 函数 , 如 
cx, 当 [KIST <l, 
go) " rod A(r—43), M Ac—on(n—1)!,x xaxd 
算 不 算 一 个 函数 ?9 而 Fourier 的 级 数 解 告诉 我 们 , 刻画 温度 分 布 的 
K, 不 论 其 形状 如 何 , 都 同时 可 以 用 一 个 绢 或 者 说 用 其 系 
数 所 成 的 序列 1a, | 来 表示 . WRA n 为 自 变量 , 并 记 为 &, Wia, lt 


1 


现代 偏 微分 方程 引 论 EXEXESEENNCEEENXNECNENEPWES3 S 一 


可 视 为 € 的 函数 , 但 限于 取 整 数值 ,我们 不 妨 记 为 g(&), 说 明 它 
与 g(x) 有 关 . 如 果 同 一 个 物理 过 程 可 以 用 两 个 不 同 的 式 子 或 p(x) 
或 g(&) 来 表示 , 则 关于 什么 是 一 个 函数 的 争论 也 就 退 居 后 位 了 . 
Fourier 这 本 书 的 最 后 一 部 分 讨论 半 无 限 长 杆 上 的 温度 分 布 ， 
得 到 了 Fourier 积分 , 用 我 们 今天 的 记号 来 写 , 即 是 
eG) = Guy" [ etp teag, a) 
而 . 
2(6) = [Let Gods. (2) 
现在 我 们 将 此 式 , 即 由 g(x) 到 gp(&€) 的 变换 称 为 Fourier 变换 , 而 将 
前 式 称 为 逆 变 换 . 这样 有 了 一 种 对 偶 : p v. 
多 年 来 ，Fourier 级 数 与 Fourier 积分 成 了 分 析 数 学 的 核心 之 
— , 特别 是 现在 称 之 为 “而 分 析 ” 的 那 一 部 分 . 由 它 所 带 来 的 数学 上 
的 贡献 有 : Riemann 积分 、Lebesgue 积分 , 特别 是 集合 论 ， 从 微分 
运算 角度 来 看 , 由 (1) 有 
1 Lola) = (2r) | e (Epea. 
即 是 说 微分 与 乘法 对 偶 . 可 见 , 对 偶 的 概念 比 一 般 的 对 应 力 至 同 构 
还 要 丰富 , 广义 函数 理论 的 基石 也 是 对 偶 . 但 这 是 我 们 今天 的 理 
解 . 在 当时 ， 人 们 还 只 能 知道 “ 求 导 ”也 可 以 “看 "成 一 种 乘法 . 其 实 
这 是 一 个 历史 久远 的 思想 . L. Euler 在 研究 常 系数 线性 常 微 分 方程 
时 ,就 把 它 写作 


2 (wuD')?7 = f(z), (3) 
而 

?= /(7)/ DaD. (4) 
他 可 以 对 多 项 式 D aD 作 因 式 分 解 , 可 以 把 1/ 977 ua D' 化 


为 分 项 分 式 …… 这 一 切 我 们 在 大 学 二 年 级 课程 中 都 已 熟知 ,并 称 之 
为 “形式 解法 ”, 因为 当时 人 们 的 理解 确实 是 形式 的 . 
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20 世纪 20— 30 年 代 量 子 物理 学 的 出 现 不 但 是 科学 史上 而 且 是 
人 类 思想 史上 的 大 革命 ,对 于 它 的 影响 作 全 面 的 估计 不 是 本 书 的 任 
务 , 但 是 它 的 出 现 同时 也 开辟 了 数学 上 的 新 时 期 是 毫 无 疑问 的 . E 
少 , 说 全 部 经 典 的 泛 函 分 析 都 是 由 量子 物理 催生 的 , 这 不 是 过 分 之 
ig. 从 本 书 的 角度 来 看 , 对 偶 的 思想 又 有 了 十 分 实质 的 发 展 . 量子 
物理 要 求 将 经 典 的 物理 量 量子 化 , 即 用 算 子 ( 自 伴 的 ) 来 表示 . 例如 
D, 表示 zx; 方向 的 动量 , 这 样 , 同一 个 物理 状态 可 以 用 两 种 不 同 的 
方式 来 表示 ( 称 为 表象 ): 用 x 表示 (坐标 表象 ,x 表象 ) 或 用 & 表示 
(动量 表象 , ERR) 对 偶 的 表象 乙 互相 转化 可 以 用 Fourier 变换 来 
实现 . 所 以 , 调和 分 析 特 别 是 Fourier 变换 成 了 量子 物理 的 有 效 的 
数学 丁 具 , 但 在 量子 物理 中 , 互相 对 偶 的 量 不 能 同时 准确 地 测量 . 
WR r 5E 的 测量 分 别 有 误 差 Ar, Ag, DU 

Ax AE 宇 有 /2x， 上 凡是 Planck 常数 ， 
这 就 叫 “ 测 不 准 原理 ”， 测 不 准 关 系 与 算 子 的 不 可 交换 性 紧密 相关 . 
所 以 我 们 还 需要 将 不 可 交换 性 引入 调和 分 析 . 

以 上 所 述 可 以 说 是 微 局 部 分 析 产 生 的 数学 和 物理 背景 . 但 它 作 
为 一 种 系统 的 理论 出 现 应 该 说 是 20 世纪 60 年 代 中 期 的 事 , 即 以 拟 
微分 算 子 的 出 现 为 标志 . 拟 微 分 算 子 的 直接 前 身 是 Zygmund, 
Calderon 所 建立 的 奇异 积分 算 子 理论 . 奇异 积分 算 子 理论 是 调和 分 
析 的 重大 发 展 , 它 一 出 现 , 就 对 解决 偏 微 分 方程 的 重大 问题 
Cauchy 问题 的 唯一 性 做 出 了 重大 贡献 . 拟 微分 算 子 的 出 现 又 在 李 
圆 算 子 的 指标 问题 (Atiyah-Singer 指标 定理 ) 的 研究 上 起 了 重大 作 
Hi. 它 归 根 结 蒂 是 调和 分 析 的 新 发 展 , 而 且 确 实 考 虑 了 不 可 交换 
性 . 微分 方程 的 Euler 形式 解法 的 根本 局 限 如 下 : 即 方程 的 系数 a 
是 常数 , 所 以 ai 55 Dt 可 以 交换 : a D = D'a, (EU; a, = aix) , M 
上 式 不 成 立 . 用 现代 的 语言 说 即 w(z) 与 D 的 交换 子 “乘积 ”不 为 0， 

[a,Cx) ,D*] #0, (5) 
这 时 形式 解法 就 无 能 为 力 了 . 所 以 , Fourier 变换 可 以 用 于 讨论 常 系 
数 偏 微分 方程 , 而 对 变 系数 方程 >， a ()D'u = 了 就 需要 用 拟 
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微分 算 子 了 . 拟 微 分 算 子 形状 上 就 是 推广 的 Fourier 变换 : 


Au(x) = (22) feta Cx) (de, (6) 
a(x,&) 称 为 其 象征 . 例如 对 上 述 偏 微分 方程 就 有 
DEO (7) 


lal zm 


因此 要 建立 算 子 作为 一 方 、 象 征 作为 另 一 方 的 对 应 关系 . 适应 量子 
物理 的 需要 , 算 子 的 乘积 应 为 不 可 交换 的 ,与 此 相应 , 对 象征 需要 
建立 一 种 不 可 交换 的 “乘法 "， 又 ,在 求解 (3) 时 ,我 们 将 微分 算 子 
的 逆 形 式 写 为 1/ 307 La D', 现在 要 求 A 之 “ 道 ",， 则 应 考虑 以 
(az. ) :为 象征 的 拟 微分 算 子 . 所 有 这 些 问题 在 拟 微分 算 子 理论 
中 都 得 到 了 圆满 的 解决 所 以 , 微 局 部 分 析 , 特别 是 拟 微分 算 子 理 
Ie, 不 妨 说 是 量子 物理 时 代 的 调和 分 析 . 

微 局 部 分 析 理论 的 出 现 告诉 我 们 , 过 去 我 们 是 在 R" 中 的 区 域 
2 上 讨论 偏 微分 方程 , 现在 应 该 把 x 56 放 在 完全 平等 的 地 位 ,而 
f£ QX (R'VO) EFIE E. R'Vo 是 《的 变化 域 , E= 0 总 是 应 该 排除 
的 , 这 与 QX(R"\0) 的 几何 构造 大 有 关系 .用 现代 语言 来 说 , 即 Q 
的 余 切 从 除去 零 截面 : T Q\0. 因此 , 可 以 说 , 微 局 部 分 析 就 是 在 
T' QNO 上 讨论 偏 微分 算 子 ,首先 是 它 的 代数 演算 . 

在 余 切 从 上 讨论 物理 问题 , 在 物理 上 很 早 就 有 先例 . 其 一 是 光 
的 波动 学 说 中 的 Huygens 原理 . 这 个 原理 简单 地 说 , 即 光 的 传播 有 
波 前 面 , 波 前 面 的 前 方 是 光波 影响 未 到 之 处 ,其 后 方 则 在 光波 的 影 
响 区 域 之 内 . 被 前 的 各 点 又 成 了 新 的 光源 , 再 产生 次 级 波 前 . 次 级 
波 前 的 包 络 面 即 下 一 个 时 刻 的 新 波 前 . 在 这 样 的 几何 分 析 中 , 波 前 
的 法 线 (在 现代 数学 的 语言 中 应 该 说 是 余 法 线 ), 起 了 很 关键 的 作 
FH. 如 果 从 某 一 点 起 沿 波 前 面 的 法 线 追 踪 , 即 得 到 “射线 ”. 波 前 面 
的 位 置 与 波 前 面 传播 的 方向 是 同样 重要 的 . 在 这 个 意义 上 来 说 ， 
Huygens 原理 是 一 个 微 局 部 的 原理 : 既 要 考虑 波 前 面 上 各 点 的 坐标 
D TEXEZACENTAREANRE m. 个 例子 是 渐 近 解 的 

eR. 自从 量子 物理 出 现 以 来 , 即 产生 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 


4 


MO  —EEBUESEHSIEENIESINESOUG 3i Li 


问题 . 物理 学 家 很 明白 , 若 视 Planck 常数 为 一 个 小 参数 e, 则 当 e 一 
0 时 , 量子 力学 就 转化 为 经 典 力学 . 因此 , 将 一 个 偏 微分 方程 的 解 
按 小 参数 展开 一 一 即 所 谓 渐进 展开 , 就 成 了 数学 物理 中 一 个 重要 的 
方法 . 物理 学 家 则 称 之 为 WKB 方法 , 或 几何 光学 近似 、 准 经 典 近 
似 等 . 但 是 这 种 渐 近 展开 时 常 只 是 局 部 有 效 . 由 局 部 性 过 渡 到 整体 
性 有 一 种 障碍 , 在 光学 中 时 常 称 为 焦 散 现象 . 20 世纪 60 年 代 , 前 
苏联 数学 家 V.P. Maslov 指出 , 这 种 障碍 的 出 现 是 因为 人 们 常 局 
限于 z 表象 . 如 果 平 等 地 采用 xz 表象 与 #4 表象, 或 者 用 混合 表象 (一 
部 分 变 元 仍 为 zx, 另 一 部 分 为 €), 则 问题 自然 解决 . 其 后 的 Fourier 
积分 算 子 理论 , 也 可 以 说 是 这 个 思想 的 展开 . 这 种 思想 发 展 至 今 已 
成 了 一 个 重要 的 数学 分 支 一 一 半 经 典 (或 准 经 典 ) 分 析 . 
这 些 在 物理 上 非常 明确 的 思想 在 数学 上 一 直到 20 世纪 60 一 70 
年 代 才 形成 完整 的 数学 理论 , 这 与 数学 工具 的 发 展 有 密切 的 关系 . 
上 面 说 过 拟 微 分 算 子 的 直接 前 身 是 A. Zygmund 和 他 的 学 生 A. P. 
} Calderon 所 领导 的 学 派 , 在 50 年 代 关 于 奇异 积分 算 子 的 研究 . X 
于 准 经 典 近 似 的 工作 则 必须 回 到 关于 解析 力学 的 近代 表述 , 特别 是 
辛 几何 理论 以 及 相关 的 拓扑 学 的 研究 ， 还 应 该 指出 , 日 本 数学 家 佐 
蔷 干 夫 关于 超 函 数理 论 的 研究 ,以 及 他 所 创立 的 学 派 所 建立 的 代数 
分 析 学 , 是 在 实 解析 函数 框架 下 的 微 局 部 分 析 , 它 广泛 地 应 用 了 代 
数学 的 最 新 的 发 展 . 正 因 为 微 局 部 分 析 继 承 和 发 展 了 这 样 多 数学 分 
支 的 成 果 , 所 以 有 时 给 人 以 望 而 生 寻 的 感觉 . 
总 之 , 微 局 部 分 析 不 只 是 偏 微分 方程 的 一 个 分 支 , 而 是 它 发 展 
至 今 的 一 种 观点 一 种 思想 、 一 种 方法 .有 许多 最 新 的 研究 工作 , R 
管 没 有 说 自己 就 是 微 局 部 分 析 , 但 实际 上 都 恰好 表现 了 这 种 观点 、 
思想 和 方法 . 它 的 出 现 至 少 使 整个 线性 偏 微 分 方程 理论 改变 了 面 
$4. 这 方面 最 完整 的 概括 是 L. Hórmander 的 四 卷 本 巨著 [H62]. 
在 作者 之 一 写 的 书 [Qi] 的 序言 中 曾 说 过 :“ 这 个 领域 还 在 迅速 
AUR, 看 不 出 有 停 下 来 或 者 放 慢 步伐 的 迹象 , 例如, 正当 我 们 用 了 
很 大 力量 来 掌握 微 局 部 分 析 时 , 它 却 已 被 人 称 为 ‘70 年代 算 法 ', 而 
到 了 20 世纪 80 年 代 中 期 的 现在 , 它 又 发 展 到 新 的 水 平 . ”现在 可 以 
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说 , 微 局 部 分 析 已 经 成 熟 了 . 如果 说 在 70 年 代 , 还 需要 建立 框架 ， 
现在 则 是 需要 解决 新 的 具体 问题 . 这 样 ， 一 方面 我 们 会 感到 它 比 较 
容易 掌握 了 . 另 一 方面 则 新 问题 层出不穷 ， 从 目前 看 , 越 来 越 多 地 
与 应 用 数学 和 其 他 科学 ， 如 物理 和 力学 结合 ,是 一 个 明显 的 趋势 . 
我 们 建议 , 读者 若 有 可 能 翻阅 一 下 1990 年 在 日 本 京都 召开 的 国际 
数学 家 大 会 的 文集 , 特别 注意 R. Melrose ( Mel3], M. Taylor 
[ Ta3], A. Majda [Mal], P.-L. Lions [Li], L. Tartar [Tar] A 
的 报告 , 若 能 浏览 一 下 法 国 Ecole Polytechnique 的 讨论 班 每 年 一 册 
的 文集 和 每 年 一 度 的 Saint Jean de Mont 会 议 的 论文 集 , 就 会 对 当 
代 偏 微分 方程 理论 的 这 种 观点 、 思 想 和 方法 发 展 的 现 况 有 深刻 的 印 
RT. 

正 因 为 微 局 部 分 析 还 在 迅速 发 展 之 中 , 这 本 书 不 可 能 寂 及 很 多 
方面 , 向 只 挑选 了 两 个 问题 . 首先 是 非 线 性 微 局 部 分 析 . 非 线性 偏 
微分 方程 解 具有 线性 方程 所 没有 的 奇 性 , 这 一 点 首先 是 G. F. B. 
Riemann 指出 的 . 他 在 1860 年 研究 有 限 振幅 的 声波 的 传播 时 , 第 一 
次 提出 了 “ 激 波 ”这 一 名 词 . 激 波 是 一 种 强 奇 性 , 但 甚至 在 弱 奇 性 范 
HKA, 无 论 是 从 几何 角度 或 从 分 析 和 角度 来 看 , 非 线 性 问题 都 表现 出 
更 为 丰富 的 内 容 . 近年 来 的 事实 表明 , 微 局 部 分 析 用 于 非 线性 偏 微 
分 方程 是 卓有成效 的 . 首先 需要 提出 研究 的 框架 , 这 就 是 Sobolev 
空间 , 而 所 谓 奇 性 即 是 指 解 u 是 属于 某 个 Sobolev 空间 Hi (R") fff 
广义 函数 , 而 * 比较 小 . 但 是 Sobolev 空间 之 元 均 为 Y 广义 函数 ， 
它 的 奇 性 可 以 通过 Fourier 变换 表现 出 来 , 即 z 域 中 的 非 光 滑 性 的 
点 (不 妨 称 为 " 坏 " 点 , 其 集合 即 奇 支 集 sing supp x), 可 以 用 & 域 中 
&(e) 的 增长 性 ( 即 缺 少 急 减 人 性 质 ) 来 刻画 ,而 急 减 性 质 的 破坏 发 生 在 
某 些 我 们 称 之 为 “ 坏 ” 方 向 的 方向 上 . 把 “ 坏 ” 点 与 “ 坏 ” 方 向 结合 ; 
来 ,就 得 到 很 重要 的 波 前 集 的 概念 ， 把 这 种 作法 与 Huygens 原理 作 
一 个 比较 是 很 有 趣 的 . 在 讨论 非 线 性 偏 微 分 方程 解 的 奇 性 上 时, 还 不 

BE 只 停留 在 疲 前 集 的 一 般 概念 上 , 市 要 着 重 研 究 这 样 一 类 解 ， 它们 
ERA Sobolev 空间 的 元 素 u, 而 且 有 一 个 确定 的 子 流 形 , E TE 
该 流 形 的 切 向 上 相对 地 比较 光滑 , 奇异 性 则 发 生 在 其 余 法 线 方向 
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上 . 这 种 广义 函数 称 为 余 法 分 布 , 其 奇 性 相应 地 称 为 余 法 奇 性 ,这 
个 概念 的 物理 背景 是 显而易见 的 . 

为 了 处 理 这 类 问题 , 拟 微 分 算 子 理论 需要 进一步 发 展 . 一 个 途 
径 是 研究 只 有 有 限 光 背 性 (而 不 是 CT ) 的 象征 . 另 一 个 则 是 J.-M. 
Bony 提出 的 仿 微分 算 子 理论 . 产生 困难 的 根源 仍 在 广义 函数 的 奇 
性 . 以 最 简单 的 非 线性 运算 乘法 为 例 , 两 个 广义 函数 由 ,ws 一 般 不 能 
相 乘 ， 就 是 因为 各 个 因子 的 奇 性 导致 的 , 因此 只 要 对 其 波 前 集 作 一 
定 的 限制 , 就 可 以 合理 地 定义 其 乘积 . 但 现在 我 们 可 以 更 有 系统 地 
处 理 非 线性 运算 . 我 们 可 以 在 € 域 中 将 与 us 之 奇 性 分 离 出 来 ， 
并 对 其 较 “ 好 "的 成 分 来 进行 运算 . 这 种 将 &€ 域 中 的 奇 性 分 离 出 来 的 
方法 早 在 20 世纪 30 年 代 Littlewood 与 Paley 的 工作 中 即 已 提供 
- 利用 这 个 工具 ,J.-M. Bony 和 他 的 学 生 们 建立 了 仿 乘积 、 仿 复 
， 以 及 一 般 的 仿 微分 算 子 理论 . 同时 还 适应 边 值 问题 研究 的 需 
,建立 了 对 某 一 子 流 形 的 切 向 的 仿 微分 算 子 理论 ， 

与 线性 方程 情况 不 同 , 非 线 性 奇 性 在 相互 作用 下 会 产生 新 的 奇 
性 . 举例 来 说 , 讨论 一 个 双 曲 型 方程 的 两 解 w 与 u, 它们 在 (x ,6 ) 
与 (z ,名 ) 附 近 微 局 部 地 属于 H^ 与 H^, 这 些 奇 性 将 沿 过 (zj ,&)， 
j71.2 的 次 特征 传播 , 而 可 能 在 (zx ,6) 相 遇 ， 在 相遇 后 这 两 个 奇 性 
很 可 能 并 不 相 消 ,而 在 该 点 附近 成 为 微 局 部 的 o 阶 奇 性 , 而 
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若 (z ,6 恰好 又 是 特征 点 ， 则 这 个 H 奇 性 将 沿 着 过 (xo LO ZU 
征 传播 , 这 样 解 就 出 现 了 新 的 奇 性 .这 个 领域 中 至 今 仍 存在 大 量 未 
解决 的 问题 . 

从 微 局 部 分 析 观 点 来 论述 非 线 性 问题 的 , 可 以 参看 L. 
Hórmander [Hö6]. 这 是 他 在 1986-1987 年 在 Lund 大 学 的 一 个 讲 
义 , 对 非 线 性 双 曲 型 方程 近年 来 许多 重要 工作 做 出 了 新 的 概括 . 还 
可 以 看 M，Taylor [Ta2], 这 本 书 论述 的 范围 则 超过 了 Harmander 
的 讲义 . 关于 Bony 学 派 的 工作 , 可 以 参看 他 自己 的 总 结 [ Bon5]. 
这 几 本 书 和 文章 都 有 丰富 的 文献 目录 . | 


现代 偏 微分 方程 引 论 DEEGNESCOENEGNEOGNEONEEGNP NES - 


第 二 个 问题 是 关于 椭圆 性 问题 .在 整个 偏 微分 方程 理论 中 ，, 栖 
圆 型 方程 (线性 和 非 线 性 的 ) 理 论 是 发 展 得 最 好 的 ， 上 自 20 世纪 50 年 
代 末 , 开始 了 退化 椭圆 方程 的 研究 ,这 是 由 于 不 论 在 物理 、 力 学 或 
其 他 数学 分 支 ( 复 分 析 和 微分 几何 ) 中 都 出 现 了 重要 的 退化 稀 圆 算 
Te 其 中 一 个 重要 的 例子 是 Hórmander 的 平方 和 算 子 


A= D Xa) + Xola) + Cz), (8) 


这 里 X。 ,Xi ,…,X。 是 Q CR 上 的 实 的 C“ 向 量 场 . 这 类 算 子 不 但 
包含 了 椭圆 算 子 ,还 包括 抛物 型 算 子 . L. Hórmander 的 经 典 性 的 
结果 表明 : 当 Xe, ,X, ,…,X。 满足 所 谓 Hormander 条 件 时 , A 是 亚 
椭圆 算 子 . 其 中 就 有 不 少 退 化 的 椭圆 算 子 . 例如 

X; = ð, ， lxbjsn—1, X,= x19,, 
它们 是 满足 Hormander 条 件 的 . 但 


S Xa) = i H Hai, Haia, 
j=1 


是 一 个 具有 很 强 退 化 性 质 的 退化 椭圆 算 子 . 
L. Hórmander 指出 , 这 种 算 子 是 次 椭 略 (sub-elliptic) 算 子 . 说 mm 
阶 算 子 工 是 一 个 次 椭圆 算 子 , 即 对 它 有 以 下 的 所 谓 次 椭圆 估计 成 立 : 
lud me S G Il Lu llo +C lullo, 
u € CO (0), 0<e<l1, (9) 
即 发 生 光 滑 性 的 损失 . 如 果 工 是 椭圆 算 子 , 则 (9) 式 对 eO 成 立 . 
(9) 式 这 种 估计 (在 不 同 空间 中 ) 是 研究 李 圆 方程 的 基本 工具 ,最 早 
的 是 Schauder 估计 . 现在 的 问题 是 , 若 算 子 工 适 合 (9) 式 而 es 一 0, L 
是 否 一 定 是 椭圆 算 子 ? 本 书 第 6 章 回答 了 这 个 问题 , 答案 是 肯定 的 . 
次 椭圆 算 子 是 一 个 很 重要 的 类 别 ,， 可 以 说 它 是 仅 次 于 椭圆 算 子 
的 一 大 类 . 因此 ,自然 想 把 它 推 广 到 非 线性 情况 上 . 如 果 A 是 拟 线 
性 的 , 即 有 


Au 一 MA (x,u, Xu) X;X ju -- B(x u, Xu) = 0, 
则 我 们 可 以 用 Hony 的 仿 微分 算 子 将 它 线 性 化 . 如 果 经 过 仿 线性 化 
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后 的 方程 适合 Hórmander 条 件 , M A 仍然 是 亚 椭圆 算 子 . 

退化 椭圆 算 子 的 研究 需要 对 拟 微 分 算 子 作 一 个 推广 , 就 是 应 用 
另 一 种 算 子 演算 (后 来 Hórmander 称 之 为 Weyl 演算 ). 定义 拟 微分 
算 子 形 如 


u* (x,D)u = (2x) * [eta (€ + > ,E) u(y)dydé. 


提出 这 种 算 子 是 为 了 量子 力学 的 需要 , 因为 它 对 xz 与 y 有 明显 的 对 
称 性 , 如 果 a(， ,6) 是 实 值 水 数 , 则 a*(x,DD) 将 是 自 伴 算 子 , 这 当然 
使 它 在 量子 力学 上 特别 方便 ,因为 量子 化 的 物理 量 都 应 该 用 自 伴 算 
子 来 表现 . 它 还 有 许多 其 他 的 优点 , 例如 利用 它 来 求 逆 , 将 可 得 到 
准确 逆 而 非 拟 逆 , 等 等 . 

J.-M. Bony 5 N. Lerner [B-L] 在 非 线 性 微 局 部 分 析 中 引入 
Weyl 演算 , 是 为 了 提出 二 次 微 局 部 化 (以 至 高 次 微 局 部 化 ) 理 论 . 
但 是 我 们 可 以 从 另 一 个 角度 来 看 待 它 , 即 可 发 现 它 对 退化 椭圆 算 子 
力 至 次 椭圆 性 的 研究 是 很 有 好 处 的 . 为 此 ， 我 们 重新 来 看 Hórmander 
的 象征 类 So, 其 中 的 元 适合 估计 式 

| aaga(z,6) | KCO H e Dn, 
BE SC E] e 1?) 2 jm 9, 
左 方 的 向 量 场 19; ,3ej 构成 TCT* 0) 的 一 个 “ 典 则 ”的 基底 , 与 它 对 
BAT 2 上 的 度量 是 


ds? = Xs + de). 


这 是 Euclid 度量 . 如 果 我 们 改 用 另 一 个 度量 
ds = È (di HESS). 
则 与 它 对 偶 的 向 量 场 是 
ia-,at| = 12,, (14-1 € |?) 724]. 
如 果 用 这 样 的 向 量 场 , 则 ST。 的 基本 估计 式 成 为 
| afa a(x, £) |t COI & l)"77., 
同样 ，S”; 类 相应 于 度量 
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dé = $00 HI El dai - OH elyedg)). 


我 们 要 注意 , Ell 是 一 个 最 典型 的 椭圆 算 子 一 一 Laplace 算 子 一 A 的 
象征 . 从 几何 上 看 Laplace 算 子 的 特点 是 : 对 点 x 的 均匀 性 以 及 各 
向 同性 ,我们 在 本 书 中 称 为 齐 性 (homogeneity) 而 与 齐 次 函数 的 齐 
次 相 区 别 . 实际 上 , 一 禾 椭 圆 的 二 阶 偏 微 分 算 子 

np (x)2,,8, LX 十 c(z) 
即 是 系数 充分 规则 ， 日 存在 两 个 正常 数 c>0 5g C>0 使 

cler PL (z)66 «Clegl' 


成 立 的 算 子 . 这 个 定义 也 是 以 Laplace 算 子 的 象征 | 和 为 标准 的 . 

进 一 onm 到 Sobolev 空间 的 定义 也 是 以 Laplace 算 子 为 基 
础 的 . 

但 是 , 退化 的 椭圆 算 子 所 对 应 的 度量 恰好 是 非 齐 性 的 (non- 
homogeneous). 所 以 , 研究 退化 椭圆 算 子 的 一 个 途径 就 是 找到 一 个 
适用 的 度量 , 并且 应 用 Weyl 演算 , 例如 [Zh] 中 指出 的 (这 里 稍 加 改 
变 ), 对 于 


p(x,D) = D; + xi D; ， 
相应 的 度量 就 是 
ds =M? (x, £)(e) dat + dz 
十 M^ (xz, g)(e) "7I! de + (e) de; , 

HB 1 lel, M(z,£) —& axi 5 (D, 9— (09b) '. iX 
RE. 次 椭圆 性 的 研究 涉及 一 种 新 的 几何 . 其 实 , 很 早 就 有 人 看 到 了 
这 一 点 , 例如 ，A. Nagel, E. M. Stein 和 S. Wainger [N-S-W]. 我 们 
不 妨 说 将 会 有 一 种 新 的 “次 椭 加 几何”, 这 当然 都 要 等 待 今后 的 研究 
工作 . 

附带 还 要 提 到 ，R. Melrose [Mell] 曾 从 几何 角度 讨论 过 一 般 的 
边 值 问题 , 市 与 Weyl 演算 不 同 ， 人 

至 此 , 我 们 再 回 到 引言 开始 时 所 说 的 “70 年 代 算法 ”问题 
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C. Fefferman 在 [Fel] 中 说 的 . 这 是 一 篇 很 重要 的 文章 ,主旨 是 讨 
论 如 何在 余 切 从 T* QNO 中 局 部 化 ,并 用 以 将 一 个 一 般 的 拟 微 分 算 
子 对 角 化 , 由 此 解决 了 许多 重要 问题 . 若 与 Littlewood-Paley 比较 ， 
则 L-P 只 是 在 6 域 中 局 部 化 . 同时 在 x 域 和 & 域 中 局 部 化 是 不 可 能 
的 , 因为 这 与 量子 物理 的 根本 原理 “ 测 不 准 原 理 " 矛 盾 . [Fel] 
题 即 “ 测 不 准 原理 ”，Weyl 演算 中 也 提 到 测 不 准 原 理 . 还 应 该 提 到 
现在 引起 人 们 极 大 关注 的 小 疲 理论 也 是 围绕 着 这 个 思想 而 来 的 , 也 
可 以 说 是 一 种 “ 微 局 部 "理论 . 这 样 说 来 ,“70 年 代 算 法 ”应 该 是 指 
微 局 部 分 析 的 初创 时 期 形成 的 理论 , 我 们 不 妨 称 之 为 “经 典 的 微 局 
部 分 析 ”， 后 来 的 发 展 不 妨 称 为 “精密 的 微 局 部 分 析 ”(analyse 
microlocale precis). 本 书 的 写法 在 第 1 章 回顾 了 经 典 微 局 部 分 析 ， 
第 2 章 介绍 了 精密 微 局 部 分 析 在 当前 发 展 中 比较 系统 的 基础 ,也 就 
是 本 书 所 采用 的 Bony 的 仿 微分 算 子 理论 . 然后 依次 介绍 以 上 两 个 
方面 的 工作 , 这 些 工 作 是 我 们 这 个 工作 集体 感到 兴趣 的 ， 本 书 内 容 
的 来 源 有 的 是 讨论 班 上 的 报告 ,， 有 的 是 一 些 课程 的 讲义 ,当然 还 有 
我 们 自己 的 研究 工作 . 因此 , 应 该 向 所 有 参加 了 讨论 班 的 教师 以 及 
研究 生 们 致谢 , 在 此 就 不 一 一 列 名 了 . 

关于 本 书 的 读 法 , 我 们 作 如 下 的 建议 : 如 果 读 者 已 经 熟悉 经 典 
的 拟 微分 算 子 理论 , 则 第 1 章 可 以 略 去 . 如 果 读 者 对 非 线性 波 有 兴 
趣 ， 可 以 直接 读 第 2,3 ,4 章 以 及 第 7 章 . 如 果 对 椭圆 方程 和 退化 椭 
圆 问题 有 兴趣 ， 则 可 以 只 读 第 2 章 和 第 5 一 7 章 . 

本 书 作 者 多 年 来 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 , 特别 是 天 元 基 
金 的 偏 微分 方程 一 般 理论 项 目 以 及 同样 名 称 的 数学 重大 项 目的 支 
持 . 作者 们 还 分 别 得 到 了 自然 科学 基金 青年 基金 、 国 家 教委 博士 点 
基金 及 留学 回国 人 员 基 金 、 电 英 东 教育 基金 的 支持 . 本 书 可 以 看 做 
是 天 元 项 目 部 分 工作 的 总 结 , 因此 , 它 不 仅 是 作者 三 人 的 工作 , 也 
是 参与 了 这 些 研 究 的 同志 们 的 共同 的 成 果 . 
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第 1 章 经 典 的 拟 微分 算 子 理论 


20 世纪 60 年 代 中 出 现 拟 微分 算 子 (以 下 简 记 为 PsDO) 理 论 是 
适应 当时 对 椭圆 算 子 作 深 入 讨论 的 需要 . 在 许多 问题 (例如 Atiyah- 
Singer 指标 定理 ) 的 研究 中 需要 对 椭圆 算 子 作 某 种 "变形 ”, 于 是 要 
求 对 椭圆 算 子 作 某 些 推广 而 保留 其 基本 性 质 (例如 演算 性 质 一 一 算 
子 的 复合 、 伴 算 子 以 及 基本 解 的 构造 等 ). 这 就 是 拟 微分 算 子 的 直 
接 来 产 , 现在, 这 一 理论 一 一 我 们 不 妨 称 之 为 经 典 的 PsDO 理论 
一 一 已 成 了 微 局 部 分 析 的 基础 . 本 章 的 自 的 是 对 它 作 一 个 简要 的 回 
顾 以 适合 以 下 各 章 的 需要 . 读者 如 果 已 有 一 些微 局 部 分 析 的 基础 ， 
且 想 进一步 地 了 解 ， 最 好 的 方法 是 攻读 经 典 名 著 L.  Hórmander 
[H62] 第 三 卷 . 比较 容易 接受 的 人 门 书 可 以 举 齐 民 友 [Qi] 或 ]. 
Chazarain 与 A. Piriou [Ch-P]. G. B. Folland [Fol] 则 是 一 个 篇 幅 


较 小 而 又 适用 的 介绍 . 
从 形式 上 来 看 一 个 线性 偏 微分 算 子 (以 下 简称 为 PDO) 
P(z,D) = POLLO r€R, (1.0.1) 
可 以 对 应 于 一 个 多 项 式 。 
P(z,6) = 2o alz)". (1.0.2) 


e| im 


这 个 对 应 可 以 借助 于 Fourier 变换 来 实现 : 即 对 ulr) € IRE 
P(x,D)u = (2x) "| e* P(x,&)u(£)d£. 
P(x.8) 称 为 P(x,D) 之 象征 , 其 主 部 P,(x,6) 一 对 as GOR K 


为 其 主 象征 , K P(x,D) 之 在 xo 附近 的 局 部 基本 解 E 的 经 典 方法 
是 将 P(z,D) 之 系数 "冻结 "在 ze 点 ,然后 将 五 展 为 一 个 收敛 的 级 
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数 . 但 用 这 个 方法 不 便 讨论 之 奇 性 ,因而 可 以 如 下 进行 . 令 
u l 
4.8 = pp |El 充分 大 
CH Le JEAE-KIB , 因为 PGr 6) ~ P Cz, 0) 90, itale, E EAEN 
的 ). EA E MEBER, 我 们 作 算 子 


(ADG) = C) "[e*aG.DfCOde, SES 
于 是 , 利用 推广 的 Leibnitz 公式 ， 
PG DYG*aGr 0) 27 AP Gr D)e" * Da a£) 
一 ee >) IP G.O * Dra (x,£) 
— e" PG E DjaG B. (1.0.3) 
所 以 
PG, D)AF (2) = (2x) "eeP(z,e+D)a(z,6)7(6)d 
但 由 (1.0.3)， 
PG E-D)aG 0 7 PGr alr + 31 T XP Gu Dra Gr £) 


«x50 


一 1 十 O(16 D). LERIA, 


故 有 
P(z,D)Af (7)= (2m [et A +O0U € 7004€ 
= f(x) Rf(x) (1.0.4) 
或 写 为 PASIHR, 因此 至少 形式 上 有 HACER) =], 而 
(IER)! 2 I-R-A RH t+. (1.0.5) 


于 是 A 在 某 种 意义 上 说 是 已 之 逆 ,， 称 为 拟 逆 或 拟 基 本 解 ， 

上 面 的 讨论 有 两 点 值得 注意 . 首先 , 它 把 &€ 视 为 与 x 同等 重要 
J 变 元 而 不 只 是 形式 上 表示 D, 这 正 是 微 局 部 分 析 的 主要 思想 . 其 
次 ，(1.0.5) 有 目前 还 只 是 一 个 形式 的 展开 式 ， 而 设 有 定义 其 收敛 性 . 
而 且 我 们 的 讨论 将 在 C” 框架 内 进行 ,这 时 适用 于 解析 函数 类 的 
Taylor 级 数 不 一 定 收 敏 , BD Taylor 公式 的 余 项 不 一 定 一 致 地 趋向 0. 
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因此 我 们 需要 一 种 “ 渐 近 展开 ”以 代替 Taylor RAA, 而 其 中 余 项 
的 讨论 将 起 重要 作用 . 这 一 点 无 论 在 本 章 或 以 下 各 章 均 极为 重要 . 
至 此 我 们 可 以 定义 拟 微分 算 子 如 下 : 
(Au) (x) = (2x) [ena Gi oucoat. (1.0.6) 


关于 a(x ,名 之 光滑 性 以 及 增长 限制 将 在 下 文 讨论 , u 则 暂时 规定 为 
在 Y(R") 中 . a(x, 6) WR2S A 之 象征 . 


1.1 象征 的 类 


以 下 我 们 恒 设 a(z,)€ C (R" XRD) 而且 存在 一 个 实数 m 使 
当 1 引 充分 大 时 , a(x 8) — 6l". 有 时 , 例如 在 讨论 边 值 问题 时 , 需 
规定 x€ QCR', 0 是 一 开 集 , 这 时 可 以 规定 u(x) € Ct (Q). 至 于 
u(xz) 在 某 个 广义 溺 数 空间 的 情况 可 以 通过 算 子 A 之 对 偶 来 定义 . 

定义 1.1.1 对 于 mER, 0p,61, RMEL ar HZ 
类 Sm 由 适合 以 下 人 条件 的 a(Xx,E)EC”(R"XR') 构 成 : Va,pgeN', 
3C-C(a,0, 使 得 

| 921a €x,8) | CA H| & [ono etita, (1.1.1) 

如 果 限 于 zxEOCR"， 则 应 规定 ar.,0€C"OGQXR), R3: Oz 4E 
一 紧 子 集 K， 上 述 的 Cla,B) 还 依赖 于 K: C=Cla, B. KO, 而 (1.1.1) 
对 TEK, ECER" 成 立 , 这 时 Sm; 记 作 Sz, QD. 

我 们 还 规定 

S5 = N Ska; S2 = U Sz. 

SZER? Hórmander 象征 类 . 经 典 的 PsDO 相应 于 p 二 1, 6 二 0 
的 情况 . 故 S"。 是 很 常见 的 , 记 作 S". 但 在 以 下 的 算 子 演算 中 ， p,5 
之 取 值 至 关 重 要 .下 面 的 结果 仅 对 OK<, 0<<p 委 1 时 成 立 ， 而 例 
如 想 要 推广 (1. 0. 6) 到 更 广泛 的 u(x) 时 , 可 能 只 需要 p>0, 6<<1; 
SEITE EU EXE X PsDO 时 需要 Oxcl—pxcó-pxl, 等 等 . 但 特 
别 在 处 理 非 线性 问题 时 要 考虑 Sra. 这 是 一 个 “ 坏 ” 类 . 因此 以 下 应 
特别 注意 关于 p,é 的 规定 . 
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现在 将 有 关 Sz* 的 简单 结果 集中 在 一 个 定理 中 . 

定理 1.1.2 1) omi m, |") 9. CS, C S,5C Sa 

2) Æ a;€Sz,,i—1,2, Rl aia; € Sz, P m=m tm, p 
min{p sp2} » = max (6: ,602}. 

3) #aE Se, Na fata (z,D € Sn ap 

4) €JR»04£&5|s[-R Malr &)=0, MN a€S,;. 

证 明 是 自明 的 . 值得 注意 的 是 S.y 的 作用 . 由 2), S55 T5 
常 的 乘法 (下 面 还 要 介绍 另 一 种 “乘法 ”) 是 一 个 代数 , 而 SLE 则 是 
的 一 个 理想 ,因此 可 以 考 虚 一 个 子 代数 Sw /S,.3 ,其 元 是 vx 
的 等 价 类 . 对 a bE Sz ALTER ab, CAE US as bE S,7. 等 价 的 
象征 定义 实质 上 是 相同 的 PsDO. 例如 , 如 果 取 一 函数 y (6) € 
C^ (R')f&34|e| SCR Hf y (2)220, [e£ 22R FE y (8) 81, 容易 看 到 
LEE Spe.s, Bib blr, E) —x(Oa(x, €) € Sj, 134 [6| ZR 时 
a(z,£)—b(r,£)—0, 所 以 由 4), a(x,£) -b(x,6)€ Sj; iamb. 1E 
是 由 于 这 个 原因 , 在 定义 象征 时 , 时 常 将 (1. 1. 1) 式 改 为 “ 当 | 引 充分 
大 时 成 立 ” 特别 是 在 m-0, RE a(x,6) —1/16l" 时 需要 这 样 作 以 
B 6—0 时 可 能 出 现 的 奇 性 . 在 下 面 讨论 象征 的 渐 近 展开 时 , 这 个 
概念 十 分 重要 . 

对 Sm;(Sr(0)) 可 赋 以 一 种 拓扑 使 成 Fréchet 空间 : 对 于 固定 
AJ a BEN" (E Sm%;(0) 的 情况 下 还 要 固定 Q ERTEK), $ 

35 29: a (x, È) 

TESI 


9s9¢ a(x,€) 
(或 pupxr(a) = sup CT a ), 


它 是 Ses(Sos(O)) 的 一 个 半 范 (对 ShN), 4 KCK: 时 pagr (a) 
Spaa (0). 对 于 一 切 a,8E N"( 以 及 对 0 的 一 个 上 升 的 穷竭 紧 子 
REIK CCK- CK, CK), 可 得 可 数 个 半 范 ,容易 验证 ， 
Spa(Sps(Q)) 对 这 一 族 半 范 是 完备 的 . 因此 , Sa CSz (0)) 成 一 个 
Fréchet 空间 .以 后 凡 讲 到 象征 空间 时 , 总 是 指 的 已 具有 这 个 拓扑 . 
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在 此 拓扑 下 可 以 定义 S"; 中 的 有 界 集 如 下 : MC S”, 称 为 有 界 的 , 是 
指 对 一 切 半 范 p.a E bus) 必 存 在 常数 C470 (或 C, 770) , 使 
xj M 中 任意 元 a, A 

Pagla) S C. ( 或 Pagla) S Cog). 
在 此 拓扑 下 , 我 们 有 下 面 的 逼近 定理 ， 

定理 1.1.3 i£ a€ Sz, y, (€ C; (RO, Bde £—0 $9 X A AR 
SCC e LE PA x CO — 1. & x, (OO m y (ID. 则 a; ya€ 
S.P. 8 BXHE€ mm, 在 Sr, QD 88353 P aja. 

证 4€ Ss 是 自明 的 . 任 给 一 个 60, 并 取 ST E— EG 
bos, E2924 |8| K 时 xX(&1)) 一 1 mA a a= (CE) -1)a770, 所 
以 当 j 充分 大 时 
sup | 2/2: (y (6/7) — Dalz,é) | 

(1 十 | £ | )™ eleltelal 


C, 十 | € | )n-elstesigi 
(1 十 | E | )™ eleltelal 


< 
S Cael Hj <e. 
这 就 是 aa 于 Spt. 
在 本 章 开始 时 就 已 经 指出 , 渐 近 展开 是 一 个 重要 概念 . MEF - 
细 说 明 这 一 点 . 
定义 1.1.4 dA —4 REEI alr pE S,5(Q).B. m; 严格 下 
降 趋 于 一 co。 如 果 存 在 严格 下 降 的 常数 序列 由 二 一 co， 以 及 aGn D 
EC”"((2XR”"), 使 得 
aGr, — 9ya;G.0 € SN), (2.1.3) 


则 称 a 具有 渐 近 展开 式 Sa ， 记 作 a 一 3a 

BEER. St, /S,7 中 每 一 个 等 价 类 中 各 个 元 均 有 相同 的 渐 近 展开 
x. 因此 使 用 渐 近 展开 式 (1. 1. 3) 与 其 说 是 表示 一 个 象征 , 不 如 说 
是 表示 象征 的 一 个 等 价 类 . 这 一 事实 与 C” 函 数 的 Taylor 展开 式 的 
一 个 显著 特点 相应 : 有 这 样 的 在 x 二 0 附近 非 零 的 CT 函数 ， 其 在 
z—0 处 的 Taylor 展开 式 为 0, 例如 e^. 因此 C^ 函数 f(z) 与 
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Slr) tC 在 x=0 处 具有 完全 相同 的 Taylor 展开 式 ， 事 实 上 ， 
上 述 渐 近 展 开 式 在 PsDO 理论 中 正 起 到 Taylor 展开 式 的 作用 . 
关于 渐 近 展开 式 的 存在 性 ,我 们 有 
定理 1.1.5 设 有 {aw(z,6))} 如 定义 1.1.4 中 所 述 ， 则 必 存 在 
a(x, € SMD, m=m ， 使 4 一 ja; a4 dX &a—bExxX 
下 是 唯一 的 . 
证 唯一 性 的 证 明 如 上 述 . 为 证 明 a 的 存在 , 取 yx(6) E 
C^ (R'E y(£2)-—0^F]£] 1/2 Vb. x() -1 T lez gb. 取 严 格 
ETE HE EAE 90 1; 人 十 oo 以 及 QQ 的 上 逢 穷竭 紧 集 序列 ; 使 得 对 于 
(r.£)€ K,XR' 有 
| ERE a (x.8)) 1 27 (1--| e or mm 
(1.1.4) 
这 里 j ESAE lal HII HIS. t 的 作法 如 下 : 先 注 意 由 于 
a (t) = (Quer, 
M4 [al #0 RJAR IEIS E, 否则 上 式 双 方 均 为 0 (a0 时 ， 
上 式 自然 成 立 )， 故 必 有 与 1 无关 的 常数 C.( 例 如 取 为 sup lal), 
使 对 一 切 & 均 有 
Loy CE/0 I; Co] 6l) 5, (1.1. 5) 
即 是 说 , (E/R 1 一致 地 属于 Sio 由 此 可 知 , S (x,6)€ K, XR" 
而 j 充分 大 使 |c| 十 181 十 上 委 7 时 ， 
| 3228 (y (£/t;)a;(x,&£)) [S CG1 4] & |) tena 
& CQ e De Ope pomme 
但 此 式 中 可 以 令 | 引 之 tj /2, 由 于 m; mj «0, BOB 1 充分 大 时 即 
可 使 (1.1. 4) EE. 7. 
于 是 我 们 令 
a(x,&) = Dx Eh)a(x,€). (1.1.6) 


这 个 级 数 确实 是 收敛 的 . 因为 固定 一 点 (xo ,多 ) 时 只 要 j 充分 大 即 有 
1& /t; | 1/2 m x C& /t,) 7 0, 因此 上 式 其 实 是 有 限 和 . 于 是 利用 
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EK; 而 K; 为 紧 集 即 知 (1.1.6) 所 定义 的 alr, £) E SS. 
再 看 


a— ja; 一 2 GI, ) Da; 十 PE )a;. 
前 一 项 中 的 只 有 有 限 多 个 ， 而 当 | 和 充分 大 时 ， 可 以 使 |&/5 I1, 
j=1,2, k ili y(£/5) -1—0, 所 以 它 属 于 Sr. 对 于 第 二 项 利用 
(1.1.4) 以 及 2) yn?” 的 收敛 性 可 知 


| afa; DY x(£/t)a; | CO HI g neta, 


jt1l 
由 此 , 定理 得 证 . 
但 这 个 定理 应 用 不 甚 方便 ， 因 为 需要 估计 39491(a J) a). 
作为 它 的 代替 ,我们 还 有 
定理 1.1.6 ix (a; Cx E) de X389 1.1.5 所 述 ， 而 且 存在 
aCr.£) € CT (QAXR"), 以 及 对 人 0 之 任 一 紧 子 集 K 5a,p€ N' HÄ 
在 常数 人 和 C 使 得 
| E alz, £) | t Ca++ ED, 
且 有 严格 下 降 的 常数 序列 由 了 一 co 和 常数 C 使 
lax. — Sa, |; COL ED, (1.1.7) 
NEH a~ a; 
这 个 定理 的 证 明 从 略 . 
一 种 特别 重要 的 情况 是 alr, tE Em 阶 正章 次 函数 . 这 
时 mj 二 jw 二 m 一 j 自然 是 严格 下 降 趋 于 一 ce 的 . 这 时 alr, DRE 
近 展 开 式 的 m 次 项 , 称 为 a(x,&) 的 主 象征 . 它 相 当 于 偏 微分 算 子 的 
ER. 主 象征 理论 在 1. 4 节 将 要 详 述 . 


1.2. 拟 微分 算 子 的 基本 性 质 


以 下 恒 设 0<8<1, 0<p<1, a€ S”,(0). PsDO 
Au(x) = (n) eta Gc Du (d (1.2.1) 
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对 于 u(x)E CP (2) 是 有 定义 的 .因为 Cr (0) C A(R), BREL alg) 
E Y(R") 而 积分 (1. 2. 1) 是 绝对 收敛 的 . 相应 于 象征 类 Sz. (0) 的 
PsDO 类 记 作 Op(Szs(Q)). 我 们 有 
定理 1.2.1 设 AEOP(Soxs(C0))， 则 4: CDC COD XE 3E 
续 映 射 . 350-1. 则 A TAEWA E CO) 9I D CO) 935 He I. 
证 由 (1.2.1), AŽ a(z 0 € ST, (0), 故 它 对 x 和 & 的 任意 
阶 微 商 均 对 & 有 多 项 式 阶 的 增长 , 而 zx(6EY(R") 对 上 是 急 减 的 ， 
所 以 (1.2. 1) 可 以 在 积分 号 下 对 x 微分 任意 次 , 而 知 Aule) E 
C” (2)， 今 证 此 映射 是 连续 的 .为 此 , 任 取 一 紧 集 KC CO, 以 及 
BEN', 并 考虑 Au(x) 在 C7 (MAZE supl 3fAu (x)|, RITA 
sup | 2fAuz) [< C(B,K) [G1 +1 e D" | a(€) | de 
取 >n 使 适合 m 十 61B| 十 k 一 2k'EN, 则 有 
sup | 22Au (x) | 
&cq,K) [aei (aCe) La e gde 
< C(g,K) sup | (1 +I € D? I 
« Csup( >，| ax(z) i). 
SPE Jaf 2e 
由 此 不 等 式 易 见 , A: C7 (0) C7 (MEER. 
为 了 证 明 A 可 以 延 拓 为 由 6 (0) 9" (0) 的 连续 映射 ,注意 到 
Au(z) EC” (MTI (A), KREE pE X0) =C (0), 


(Au ,9) = | Au(z)y(z)dx 


是 有 定义 的 , 将 Ax(z) 之 表达 式 (1.2.1) 代 人 , 并 应 用 Fubini ERE, 
知 


(Au,g) 一 eo] u (£) ([.. ea (z,£)g( x) dx )dé. (1. 2.2) 
今 证 此 式 可 以 推广 到 wu€ 8'(0) 的 情况 , 事实 上 , id 
Aple) = Gx)7 | sea(z,5g(z)dz， 
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由 于 w(z)E Cz (a), 利用 积分 号 下 求 微 商 即 知 Ap(&) € C”(R" ). 
不 仅 如 此 , Agp(&) 及 其 各 阶 微 商 对 & 还 是 急 减 的 , 事实 上 对 任意 的 
BEN’, 


| rat Ap(®) 1 | DO forare - ata G8 plz)dz| 
Y&a 


- | eran [Gireta lale, Gods | 
Ya 


<C(1 +} € 1)", 
这 里 应 用 了 分 部 积分 以 及 g(x) 具有 紧 支 集 , 因此 积分 实际 上 是 在 
一 紧 集 上 进行 从 而 jiz| 和 一 "在 其 上 有 界 . 因此 又 有 
| 3t Ág(£) | CO H é mtem, 

KA 8-1, 而 18| 是 任意 的 , dO Aple) ER"). 

现 证 (1. 2.1) 可 以 推广 到 ue 6'(0) 的 情况 . 因为 当 w€ g (a) 
时 , u(f) 是 组 增 的 光滑 函数 ,从 而 (1. 2.1) 右 端 有 定义 即 可 以 为 左 端 
| 之 定义 . 现 证 左 端 这 样 对 xE 8'(0) 定 义 后 , 成 为 900) 上 之 连续 线 
EZA, 从 而 Au 可 以 认为 是 9 (0) 中 之 元 . 为 此 , 用 zx 的 一 个 磨 光 
序列 去 逼近 u, BIE u; € Cy (QE uju (在 8 中), FÈ uju (在 
Y' 中 ). 事实 是 , Au 代 人 (1.2.1) 中 ,有 

(Au;,q) = (2x) (uj Ap) — (2x) " (u, Àp) = (Au p). 
EXE — UJ j 33295 9(0) (9€ 9(0)) EZ XESRERTEIE PR, 故 由 
共鸣 定理 知 , 其 右 方 之 Ax 也 是 , 即 Aue 9' (a). 

现 已 证 明 Au 可 以 延 拓 到 ww€《'(0) 的 情况 , 而 且 Auc 9'(Q), 
即 4: é'(Q)9'(Q). 余下 的 是 要 证 明 延 拓 以 后 的 A 仍 是 连续 的 . 
但 这 是 清楚 的 , 因为 我 们 有 

&'(Q) C &(R') ES RI C (R) C. 
这 里 ,za XECREBÓEARHRHRAS, FER Fourier 变换 ，S 则 表示 一 
(2x) (ù, Ap). 于 是 (1.2.1) 式 可 以 写成 (对 于 u€ &'(Q)) 
A=S.。.9F.。is oi. (1.2.3) 
是 A: 8'(0) 一 9 (0) 是 连续 映射 , 证 毕 . 
以 下 凡 不 加 说 明 时 均 认 为 PsDO A BEHE 《6'(0Q) 上 , 而 且 仍 
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用 (1.0.6) 形 式 地 表示 . 但 A 只 能 将 Cr (A) (或 6(0)) 映 到 C™ (A) 
(或 9(0)), 而 不 能 仍 映 到 CY (Q) (3X, € CQ)) NL, 这 样 , 在 讨论 
算 子 的 复合 时 将 会 过 到 困难 . 为 了 解决 这 个 困难 及 其 他 问题 , 我 们 
需要 从 更 一 般 的 角度 来 讨论 它 , BMA Schwartz 的 核定 理 . 
4538 (1.0. 6) th BS «(84095829 ul) — [e *«004». 并 且 再 取 
v(x)€ Ce (N), W 
(Au,v) 一 Ory” | etae DuC oO dydeda. 
(1. 2. 4) 
Schwartz 核定 理 可 以 表述 如 下 : 
定理 1.2.2 iR Hi C; (020 —9'(Q00 X — i& Sk gk A. 则 必 存 在 
一 个 广义 函数 KG,3)€ 9'(Q2,X Q0, 使 得 对 于 ww,v€E 2C 
(Hu ,w = (K,uly) © vl(r)). (1.2. 5) 
这 个 定理 的 证 明 可 以 参看 上 文 所 引 的 文献 . 现 将 它 应 用 于 
PsDO, 即 令 H — A, 即 可 得 到 一 个 广义 函数 A(x,y)€ 9 (Q. X 
2,),， 使 得 可 以 形式 地 写 出 


(Au ,v) = [[AG.)uGvGodxdz. (1. 2. 6) 
A(z,y) 称 为 PsDO A 的 广义 函数 核 , 而 且 可 以 形式 地 将 它 写 作 
A(z,y) = (27 [et aC de. (1. 2. 7) 


我 们 要 来 讨论 A(z,y) 的 奇 性 ,并 将 证 明 A(z,y) 的 奇 支 集 是 
0, XQ, 的 对 角 线 集 4= 1(x,x); x€ Q1. 我 们 有 

定理 1.2.3 以 a(x,€)ES";(02) 为 象征 的 PsDO A 的 广义 函数 
核 A(z,y) 在 (0, XQ0,)\A 上 为 C” 的 . 更 确切 地 说 , 车 对 jEN 有 
m-—(Cplal =j) «-—n, 则 

Gc— y» AG, y) ECN, X 0,). 

证 HO w(x,y)€Cr (0,X0,). 现在 来 计算 《((x 一 y)*A ,ww) 如 

F: 由 (1.2.4)， 


(Gr — XYA sw) m Qi) || e Go yala, Go) dydtdz 
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= (21) [ea Gc 6 . fea- y)'w(r,y)dy > dédr 
= (22) fea Gr £) (x — D)w (x, £) dedi 


= (21) [fio Gr G — Di)" ea Gc, Leda. 


这 里 ws. (r,8) Ez w(x,y) 对 第 二 个 变 元 y 的 Fourier 变换 , 而 最 后 
一 步 则 利用 了 分 部 积分 . 由 Leibniz AR, 有 
(x Dj*le*a(x,£)l = [(— D'a(x,£)Je*. 
RAER, 并 将 w(x, 恢复 为 w(x,y) 有 
((x —»)*A ,w) 


Q7] wr ye C Dose Gc dydtda. 


[wt (2277 [e C7 Da (x,€)dE]dydz. 
这 里 我 们 注意 到 当 € IL sopp wr, y) (这 是 一 个 紧 集 ) 时 
| (= Doa (2,6) IK CQ H e D, 
而 w(z,y) 在 R; X Rz 中 有 紧 支 集 ， 从 而 上 面 的 积分 绝对 收敛 ,再 用 
Fubini 定理 即 得 上 式 . 由 此 可 得 
(x — y) AG, y) = (Cn) | ee (— D;)'a(x,£)dẸ. 
(1. 2. 8) 
右 方 的 积分 是 绝对 收敛 的 ， 而 且 可 以 在 积分 号 下 对 x,y 微分 j 次 ， 
R38 m— (plal —j) « —n 即 可 . 因此 在 对 角 线 集 A 之 外 ,，A(z,y) 
EC. 由 于 a 是 可 以 任 选 的 , 故 实际 上 在 A 外 A(z,y)EC”. 
广义 函数 核 之 奇 支 集 在 对 角 线 集 上 , 这 是 PsDO 很 重要 的 性 
质 . 
由 此 立即 可 得 PsDO 的 拟 局 部 性 . 
系 1.2.4 i£ ACOpCSZ; (QD) , 则 A 必 有 所 谓 拟 局 部 性 ， 即 对 
u€ 6 (QD 


sing supp Au C sing supp u. (1.2.9) 
证 uce (a). $V sing supp zx 的 任 一 邻 域 . 作 o € 


11 


现代 偏 微分 方程 引 论 IDOD 


GC; (V) 使 在 singsuppu 上 g-1. 于 是 

u = qu -(1—g)u — u +w, 
RE u EC (Q), H suppu CV. 所 以 Au: EC™ (0), m Au Au 
cFAu;, sing supp Au= sing supp Au. 但 


Au (x) = [AG oo) Q0dy. 


取 一 点 xo KV, 则 当 y 在 xo 附近 时 有 wi (y) —0.. MAK x dE xo F8 
近 时 ， 上面 的 积分 是 在 A 的 某 个 邻 域外 进行 ,从 而 A(z,y) 在 积分 
域 上 属于 C” (2.Xx2,). 因此 Aui GO) H4 x TE x, 附近 时 属于 C”. 由 
V 的 任意 性 知 Au; 在 sing supp u 外 属于 C” 而 系 得 证 . 
注 ” 若 一 线性 算 子 A 使 得 
supp AuC supp u, (1. 2. 10) 
则 称 A 具有 局 部 性 . 线性 微分 算 子 显然 有 局 部 性 . J. Peetre 证 明 
T, 凡 有 局 部 性 的 线性 算 子 必 为 线性 微分 算 子 . 
系 1.2.5 X A€Op(S,; (GO2))， 则 其 广义 函数 核 
AG.» € C(A, x 0,). 
证 ”在 定理 1.2.3 中 取 a— 0 即 得 . 
系 1.2.6 车 AEOp(S GO))， 则 A 将 (2) 连 续 地 映 到 
CMA. 
证 HA 1.2.5 04 & (1.2.6) X, 


Au(z) = [Alz,y)uly)dy = (C). AG, 2)- 


显然 上 式 右 方 属于 CO(Q). 连续 性 由 广义 函数 的 知识 是 明显 的 . 

若 一 线性 算 子 连续 地 映 6" (2) 到 C* (2) 内 则 称 之 为 一 正则 化 算 
F, 所 以 上 面 我 们 证 明了 Op(S. (2))Ci 正 则 化 算 子 }. 但 实际 上 
还 有 更 进一步 的 结果 : 

定理 1.2.7 

OpCSz 5 G2) mi OpCS7,CQD = {具有 C” 核 的 算 子 } 

= {正则 化 算 子 }. 
定理 的 证 明 见 p. 27.. 
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在 以 下 的 讨论 中 , 我 们 将 看 到 , 把 一 个 正则 化 算 子 并 人 一 
PsDO 时 常 是 方便 的 , 这 就 是 说 , 把 Op(C S7; (00) /Op( S; (0) Z 
一 个 等 价 类 看 成 同一 个 PsDO. 正如 在 象征 的 渐 近 展开 中 , 我们 看 
到 S2,(0) /Sm? (0) 之 每 一 个 等 价 类 中 的 一 切 元 都 有 相同 的 渐 近 展 
JF. 因此 把 一 个 等 价 类 看 成 同一 个 象征 . 这 样 形成 了 PsDO 理论 中 
很 重要 的 两 个 原则 : 

D 在 算 子 水 平 上 , 正则 化 算 子 是 平凡 的 , 不 足 道 的 ; 

2) 在 象征 水 平 上 ,，S,,3 (Q) 象 征 是 平凡 的 ， 不 足 道 的 . 

这 样 , 在 每 一 个 等 价 类 中 可 以 选取 一 个 对 我 们 最 为 方便 的 
PsDO, 这 就 是 恰当 支 的 PsDO. 

定义 1.2.8 0,XQ0, 的 子 集 C 称 为 恰当 的 ， de xp OO 的 任 一 
X02 K.n'Goncsm'gagoncs55»0,x20,«$€-FX. 这 
里 Hg 为 投影 算 子 : 

IL. : Q, X Q, > 0,, Gy) x 
H,: Qi X Q, >= N, Gy) — y. 

设 一 线性 算 子 A 具有 广义 函数 核 A(x,y), 而 supp Alr, y) 
Q, X40, 的 恰当 子 集 , 则 称 A 为 恰当 支 的 . 对 恰当 支 算 子 A 有 

定理 1.2.9 X A: Cz, (000 C7 (00 E46 3$ X 89, WI od A. 
Co 0) 一 Co (QD. 而 且 A spyA3E dS 29 —). C^ (00 8] C^ (CO) 的 连续 
映射 . 

WE DAAG, y) RR A 的 广义 函数 核 ， 则 

Au(z) = [Alz,y)u(y)dy = (AG, +), nC). 
ERREI, ! supp u 5 supp A 有 非 空 交 集 时 才 可 能 不 为 0, 故 上 式 
中 的 x 必须 适合 zE 了 (Usupp uf supp A). 但 由 定义 1.2.8， 
II,'supp u 门 supp A 为 紧 , kk IL (II; supp u 门 supp A) 也 为 紧 . 上 面 
所 说 的 就 是 : supp Au 必 在 此 紧 集中 , 因此 Auc C$ (a). 

用 同样 的 推理 可 知 , 任 取 紧 集 Ki CCQ,, 必 存 在 另 一 紧 集 
K;C CO, 使 Au(x) 在 K EZERS u EK, 上 之 值 有 关 . 事实 
E, K;—ILUI,'Kiflsupp A). 由 此 知 Au 可 以 延 拓 到 w€C™ (Q) 
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Ll. 因为 任 取 KOCA fF e € GP (2) 使 在 相应 于 K 的 K, 上 o 
1， 则 可 以 定义 
Au r3 = A(qu) Pr 

这 个 定义 显然 与 之 取 法 无 关 , 且 若 取 另 一 个 Ki, 记 为 Kr. Aulus, 
在 Kin Kr 5AulgfE Ki Ky EZ S481]. 由 K, 之 任意 性 知 Au 
在 C” (2) 上 有 定义 , HA: C^ (0)-C" (2) 为 连续 . 

把 这 个 结果 用 到 PsDO E, 如 果 PsDO A 是 恰当 支 的 , 则 不 但 
f A: Ce (2) 一 Co (2) 为 连续 的 , 延 拓 为 C^ (0) C7 (0)0529 3€ 
续 的 且 由 对 偶 关 系 , 还 可 进一步 将 A 延 拓 为 连续 映射 & (O0) — 
E), 9'(0)-9'(Q). 问题 在 于 PsDO 何 时 是 恰当 支 的 ? 这 里 有 

定理 1.2.10 任 一 个 AEOp(S"s(O)) 必 可 写成 

A-—A +R, 

ik € A, COSMAR 3 46, 而 R 是 正则 化 算 子 . 

这 个 定理 的 证 明 需 要 用 到 象征 概念 的 一 点 推广 ,具体 可 见 
p. 28. 

以 上 了 略 去 的 几 个 定理 证 明 均 可 利用 重 象征 理论 证 明 . 对 此 可 以 
参看 前 述 文献 . 

有 了 定理 1. 2. 10, 前 面 提出 的 例如 算 子 复合 的 困难 就 有 可 能 解 
Uf. 因为 现在 至 少 A,B: Co (2) 一 CI (Q), FA A-B RBA 
可 能 定义 . 


1.3 iX 前 集 


微 局 部 分 析 的 基本 思想 既是 将 zx 与 上 放 在 相同 的 地 位 进行 研 
究 , 则 在 讨论 广义 函数 “<(z) 的 奇 性 时 , 既 需 要 讨论 其 在 xz 空间 的 位 
Bi, 即 讨论 sing supp v, 又 要 讨论 u(&) (如 果 人 允许 作 Fourier 变换 ) 
的 奇 性 . 这 里 的 奇 性 是 指 发 生 在 某 个 方向 &,( 这 是 一 个 余 切 向 量 ) 上 的 
奇 性 .这 时 奇 性 是 以 空间 为 准 的 , 其 原因 如 下 . 设 AEOS) 
(以 下 几 PsDO 均 指 恰当 支 PsDO). ME x€ 9 Er 附近 属于 C”, 
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可 以 用 一 个 支 集 含 于 ze 的 某 个 邻 域 中 的 Cr 函数 olr), gx) 750 
ER u(x) 而 得 gu€ Co (0). (这 个 步 又 称 为 局 部 化 ), 而 Algu) € 
Cy (Q). ZE}, CACou)) (CO € 9 而 在 一 切 & 方 向 上 均 为 急 碱 的 . 注 
意 到 令 A 为 “ 乘 以 常数 1” 也 是 一 个 Op(Ss (0)) 类 的 PsDO, 我 们 可 
以 讨论 (gu) (6). 这 样 就 得 到 基本 的 定义 . 
定义 1.3.1 D ANER X —F S T' ONO Ks ATO 
中 除去 零 截面 ， 用 局 部 坐标 表示 为 {(z,6ET NA; ex0). 
2) 若 对 集合 SC T^ QNO, 有 
Cr.) E€ S => (rrr) ES, Vr 0, 
则 S $525 4&5 dE. 
3) BEŽ 3 Cuz X € suppu 的 最 小 锥 形 集 称 为 & 之 锥 
形 支 集 ， 记 作 consupp u. 
为 方便 起 见 令 w€ 8 (a), 从 而 可 将 上 面 的 乘 子 p 略 去 . 上 面 说 
到 2(&) 为 急 减 , 即 指 VmEN，3C。>0, 使 
| ul(é€) I: CO HI El”. (1. 3. 1) 
4 在 一 个 方向 名 天 0 上 非 急 减 , 即 指 有 & 的 一 个 锥 邻 域 V,， 使 
(1. 3.1) 在 V 中 不 成 立 ; 亦 即 对 某 个 yxEV, 必 有 某 个 常数 m 存在 ， 
使 在 Y 中 
ul) ~ (0 l9. (1. 3. 2) 
这 样 的 & 不 妨 称 为 坏 方向 , 并 将 其 集 记 作 Cu). 于 是 我 们 有 
定理 1.3.2 车 uE6'(R"), pgE€ C; (RO, Jl 


XGu) C ZG. (1.3.3) 
证 - 由 Fourier 变换 的 性 质 ， 
(gu (E) = (21) [g(e— DD dn (1.3.4) 


其 中 gE YY, 而 ww 因为 有 紧 支 集 , 故 x( 力 为 缓 增 , B MEZ, 与 党 
数 C,220 使 

| u(y) I Cu (1 +t| 9 D. 
今 设 x( 力 在 某 个 锥 卫 内 急 减 , RIKER pu) 也 是 这 样 , 则 定理 
得 证 . 为 此 , 取 锥 性 CT 而 将 积分 (1. 3. 4) 分 为 两 部 分 . EEr, 时 
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| (gu) (£) eof LE — y) Il il) | dy 
+a)” | p(é€— 9) I| u(p | dy 
<eo le(&— p Ilil) | dg 


*c[ 196—951 OH yl) "dn 
在 第 一 个 积分 中 |2(7) | 为 急 碱 , 且 由 
1+ £l (+ £—5 DO gD 
有 
Q7 «Qd £-2D*Q-H &D ^, 
xt IgE 1. RUE p IAR, BIET D ECOLE E67 907, 
故 


f 18E- D II aD 1 an 
< cfa t| £—92 DEAH yl) dq 


«ca epfa- es 74 


<KC HELIS, VN. 

对 于 第 二 个 积分 , 因为 ECT, EEN, MALE gl elél, e 之 0 是 
一 常数 , 所 以 

| g(€—n) |x:C(14l £— 91) 

«C(u-|ely*acle-951)*, Vk. 
又 一 次 利用 前 述 不 等 式 并 将 了 55 6 互 换 : 
1+ alst E= DAH El), 

知 


Cu] | e(&— 9 1 O yl) "dy 
«cal emma + £— 9 1) "tdg 
«C. el", YN. 


g 第 1 章 经 典 的 拟 微 分 算 子 理论 


合并 这 两 个 积分 即 得 定理 之 证 . | 
利用 一 切 支 集 在 ze 附近 的 Co^ (OQ) ER. p(z) 将 二 局 部 化 , 即 可 
EN u 在 ze 的 坏 方向 之 集 
Zn (u) =N (o). (1.3.5) 
很 明显 , X, (xz) 是 一 个 闭 锥 形 集 . 
定理 1.3.3 任意 取 一 个 序列 g € CC (0), gj Cn 750, B. 
{supp gp;} 一 {xo}， 则 | 
Ea, Cu) =N Xon). (1. 3. 6) 


证 因为 isupp ei> xl. 故 对 任 一 个 gE€ Cz (0). gx) 
0, 必 可 在 此 序列 中 找到 某 个 o; 使 supp g CC supp e. H gp u= 
(oj, /g) Ugu) , 这 里 p, /yq 是 适当 定义 的 , 且 属 于 C(A), 于 是 由 定 
理 1.3.2, 

Elp u) = Iller /p)(qu)] C X(qu). 
因此 
En (u) cn Ilgu) cn X(gu) = X, (u). 

而 定理 得 证 . 

现在 我 们 可 以 给 出 波 前 集 的 定义 : 

定义 1.3.4 u€ 2 GO Z ik 8b dE WF(Cz) 是 一 闭 锥 形 集 ， 其 定义 


为 
WFGO = (5,00€ T O\0; £E X,G01I. (1. 3. 7) 
由 定义 很 明显 有 
定理 1.3.5 波 前 集 在 工 空间 上 之 投影 即 为 厅 支 集 : 
H,WFGO = sing suppu, u € 9'(Q). (1.3.8) 


下 面 介绍 波 前 集 的 一 些 基本 性 质 . 
定理 1.3.6 dE ui usu 3r 2 CO) ZG, a(X)EC”(Q), 则 
WECGa Hu) CWE Cu) U WFCGa). 
WFlalr)u) CWFECu). 
WF(D'u) CWF(u). 
证 1) 我 们 只 需 证 明 D, (ua tu), (u) UE, Go) BIST. 为 
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此 可 用 反 证 法 . WEE X, Ga) US, Ge), 由 于 右 方 是 闭 锥 形 集 , 可 以 
找到 一 个 含 & 在 内 的 锥 形 集 T 与 右 方 不 相交 , 从 而 有 某 个 pE C5 使 
(eui) Ce) (gus). (8§) 均 在 本 内 急 减 .因此 (yg(ww 十 wz)) XE P n db 
急 减 , BEE pui tu), 当然 也 就 有 6€ X Qa tu). 于 是 1) 得 
证 . 

2) 由 定理 1.3.2 Il Z(agu) CX(qu) , 因此 

(1 Elagu) EN Elu). 

BN Z.(au) CE. (u) 2) 得 证 . 

3) 取 一 个 XE Ce 而 在 x 附近 为 1, XfE y, € Cc 使 在 supp y 
附近 xy, 一 1. 于 是 有 

Z,(D'u) C X(yD'u) = X(yD'Gy u)). 
HE y, uE E (A), S D'(y, u)€ € (CQ), WAEA 1.3.2, 
Zy (D'y u) C ED'(Cy,u). 

现在 设 & € Z(y wv), FX RIDAI— DS & 的 开 锥 形 集 丁 使 (x,4) 
在 卫 中 急 减 , 当然 (Daz) =E (yu) (ED Pb. AR, 所 以 与 全 
Z(D'yiu). 这 样 又 有 Z(D'y u)CX(y,u). 

综合 定理 1.3.6 之 各 点 , 即 有 

定理 1.3.7 若 PCz,D) 是 C”(2) 系 数 的 线性 偏 微分 算 子 ， 则 
对 xzE9' (Qd 

WEFCPu) C WFGO. (1. 3. 9) 

这 个 定理 当然 是 拟 局 部 性 的 精确 化 , 问题 是 PsDO 是 否 也 有 这 
样 的 性 质 ? 事实 是 : 

定理 1.3.8 若 AEOp(S"s(Q)) 是 一 个 恰当 PsDO. 于 是 对 所 
A ucéqo« 

WFCAu) C WF(u). (1. 3. 10) 

这 个 定理 的 证 明 放 在 后 面 ( 见 定理 1.5.9). 现在 我 们 进一步 讨 
 i& PsDO 与 波 前 集 的 关系 .我们 再 一 次 强调 ， 凡 谈 到 PsDO AE 
Op( Sms(0)) 时 , 对 p,6 EIE 0 之 p 志 1, OsCó-1l, 而 且 这 里 的 A 恒 
指 恰当 的 PsDO. 
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以 上 , 一 个 常用 的 技巧 是 用 某 个 截断 函数 olr) EC (2) 去 乘 
一 个 广义 函数 w€ 2 (Q) 借 以 实现 局 部 化 . 但 这 只 是 在 余 切 从 的 非 
FRH TU QNO 的 底 空间 Q 上 实现 局 部 化 . 微 局 部 分 析 要 求 将 底 空 
间 与 纤维 空间 放 在 同等 的 地 位 上 , BABERE EZA Ce 是 其 局 
部 坐标 ) 中 实现 局 部 化 (不 妨 称 为 微 局 部 化 ). 3X — ARAA € 空间 
的 某 个 截断 函数 x (OER ARAI Fourier 变换 以 实现 . Bi T £f 
维 空间 中 容许 一 个 位 似 变换 (homothetic) 群 , 所 以 应 该 要 求 (E) te 
适应 这 一 特性 , 即 要 求 x(6) 对 《是 零 阶 ( 正 ) 齐 次 函数 ; 

xU = xE), Vr0. 

于 是 , 设 有 xE2 (2), 若 要 在 r COMAE u 局 部 化 , 应 取 ex) 
€ Cy (Q)fi supp e TE x, 附近, 而 作 eu € E (a). 对 于 gu 可 作 其 
Fourier 变换 (qu) (6) , 这 是 一 个 缓 增 的 C^ ERR, 如 果 我 们 想 要 在 
& € R'NO 附近 局 部 化 , 则 可 作 x(&) 为 一 个 零 阶 正 齐 性 函数 , 使 其 锥 
形 支 集 ( 齐 性 函数 的 支 集 自然 也 是 锥 形 集 ) 在 上 附近 , 然后 作 


(227 [efr (C Ceu CE) de 


这 就 实现 了 微 局 部 化 . 这 就 是 一 个 PsDO. 但 正章 性 函数 y CE) ATA. 
£—0 为 奇 点 , 而 不 可 能 是 C” 的 , 因此, 对 Y CE YS SEE — EE IE TE , 
即 切 去 它 在 | 引 委 1 中 的 部 分 . 总 之 , x( 和 可 以 按 以 下 方式 作出 : 先 
在 单位 球面 S” : dy —1 上 作 CP CS" ) 函 数 9(w), 使 其 支 集 含 于 
加 一 名 /| 名 | 在 S 上 的 某 个 邻 域 中 .然后 按 零 阶 正 齐 次 函数 的 要 求 
将 它 拓展 到 单位 球面 S$ 之 外 , 这 就 是 作 ENE) Xr RUE 
£—0 处 不 是 光滑 的 , 因此 最 后 再 作 一 个 上 的 C ”函数 (e) fi VS) 一 
0 于 | 人生 172 处 , PESI FIEL 处 ， 
xE = AOE El) 

即 合 于 所 求 . 总 之 , 我 们 得 出 的 yCOGU FTEB: 

D x(0€C"ES|6|z1 时 是 & 的 替 阶 正 齐 次 函数 ， 即 当 m 
1, le 21 时 有 y GO XO). 

2) X(6) 的 锥 形 支 集 含 于 6, 的 某 个 锥 领域 内 . 

3) 在 £—0 附近 (6) =0. 


现代 偷 微 分 方程 引 论 CE 


这 个 重要 的 事实 将 在 证 明定 理 1. 5. 6 时 用 到 ， 
1.4 拟 微分 算 子 的 代数 


前 面 已 讲 过 , Stp 与 6 的 选择 至 关 重 要 . 本章 中 恒 令 0&6 二 
1, O-Cpxcl. 而 在 本 节 中 还 要 进一步 规定 S<o,， 其 理由 以 人 下 自明， 
Op( S7, ) 36 PsDO 中 的 A 定义 为 


Au (x) = x)" fea Ge e) (6) dé. 
这 里 暂时 先 设 ve CY (9) 以 避免 积分 收敛 性 的 困难 . 将 
aCe) = feu (y)dy 
代入 上 式 至 少 形式 地 可 以 写 出 
Au(x) = (2x) feale, E) uC) dyde. (1.4.1) 


由 此 式 看 到 “象征 "a 中 只 包含 变 元 x, 这 是 不 自然 的 . 因此 我 们 不 
妨 考 虑 更 为 一 般 的 算 子 

Au(x) = C27)" |e Yaz,y,)u(y)dyde. (1. 4.2) 
它 又 是 更 广泛 的 振荡 积分 

Au(x) = (2x) " [eta Ge y Du GO) dyde 
之 特例 . 对 于 振荡 积分 我 们 称 Ol, y DRAR, alr, y, £) 29 
ERR, 振荡 积分 是 Fourier 积分 算 子 理论 的 基础 . 本 书 不 打算 涉 
及 于 此 (读者 可 以 参看 本 章 开 始 时 提出 的 参考 文献 ), 而 是 在 讨论 
PsDO 的 代数 时 需要 用 到 它 , 所 以 先 对 它 给 出 基本 的 定义 : 

定义 1.4.1 X aQG.y,DC€C"OPXQXROE £i dXX mn, # 

对 任意 的 a,BE N", 以 及 0 之 任 一 紧 子 集 K SURE Cap >0 Ë 
在 ,使 得 当 (zx,y)EKXK 时 ， 

| aedi y alr, y, [x Cag (| E 1)™ eolfapl ，(]1.4.3) 
则 称 aE S2,CQX QD , 称 为 重 象征 . 
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算 子 (1. 4.2) 中 的 积分 可 能 是 发 散 的 , 我 们 需要 给 出 使 它 ^ 正 则 
化 ”的 方法 . 注意 到 


9 9 


ag = ix yi”, PCM -—£, 
所 以 
-i(3 | £l (x; — —£ 5): gto» 
Labs rs kay) 
或 


9 9 i£ r— y) 
96; E 2 yj Je 


—i(lctir—yl)' Ie ^ (52 [el (x; — y) 
l = it 
此 式 左 方 的 系数 当 £—0 时 有 奇 性 , 所 以 我 们 再 作 函 数 y (5) € G^ (R") 
使 xy(&) - 1 Flel &1/2Ht, y(£2)—0 T lel Z1 4b. 用 1 一 x(6) 去 乘 
LR, 并 记 
aj (x, y,£) =—il+| ryle (1 yle) 
.| Eg y), 
BiGx.y,£ == i0 H x—y|)! |é€|:(1—~— yE), 
Y(x.y,£) 一 X(E) ， 
即 得 
! [ eit» 一 (2G; ERE 5 tree? 
一 efe» (1. 4. 4) 
革 表 示 工 的 转 置 算 子 ,所 以 


Le XC OTOA OJy (1.4.5) 


这 里 a ES (0X0), BES (0x2. YE S ^, 但 我 们 也 可 认为 
ES '(QxqQ). 
用 (1.4.4) 代 人 (1.4.2) 并 作 分 部 积分 & 次 , 我 们 希望 得 到 


Au(x) = (2) * [et L^ CaG y DuC) dyde (1.4.6) 
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但 在 作 分 部 积分 时 , 需 设 过 一 n. 实际 上 , AA alr, y, EJuly) X y 
有 紧 支 集 , 故 在 对 y 作 分 部 积分 时 ,“ 积 分 号 外 ”部 分 恒 为 0. UTE 
注意 到 
| a(x,y,&u(y) I; CAH El)”, 
而 积分 (1. 4.2) 是 绝对 收敛 的 ,其 被 积 函数 在 |1 引 | 一 co 时 趋 于 0. 对 
于 (1.4.6) 则 有 
| Lf lalz, y, July I CAH el), 
s = minfp,1— ô}, (1.4.7) 

所 以 被 积 函数 在 cc 处 相当 快 地 趋 于 0. 这 样 , 由 (1. 4.2) 确 可 作 分 部 
积分 而 得 (1. 4. 6). 

imn, 则 积分 (1. 4.2) 已 没有 意义 , 但 因 (1.4.6) 中 的 & 是 
任意 的 , 而 总 可 取 & 充 分 大 使 m 一 ky 过 一 n, s—minig,1—81, Mt 
(1.4.7) 成 立 , 而 (1. 4. 6) 是 绝对 可 积 的 ， 所以, 这 时 我 们 就 以 
(1.4.6) 作 为 Au ZEX. MH, EH k 之 任意 性 可 知 (1. 4. 6) 之 被 积 
RRE C R, I y ERLER, 而 且 对 & 以 足够 快 的 速度 下 
BE, 因而 在 (1.4.6) 之 积分 号 下 作 各 种 分 析 运 算 也 都 是 合法 的 . 

以 上 的 手续 称 为 算 子 之 正则 化 . 

下 面 讨论 正则 化 以 后 的 算 子 A 的 基本 性 质 . 注意 , 我 们 显然 有 
A: Cr (Q) - C^ (Q), 故 由 Schwartz 核定 理 , A 有 广义 函数 核 
A (x, y). 

5E38 1.4.2. iE ax y, € SS,CQXQD, 则 相应 于 算 子 A 的 广 
3 S EX A (x yo5i$ 

1) supp ACZ, — (€x, 32€ QX(Q; MEC R"NO 使 (zy 80€ 
supp à). 

2) X supp A 794 5 89, ELE QX Q X Sp 86 AR A— (Gr, 
LEMMA — A a ES” 使 a' 二 a 于 A 附近 ， 则 集 

E,—í(Go3)€0X0; IEER'\0 使 (x,y,€) € suppa') 
也 是 恰当 的 ,而且 4 与 a 相应 于 相同 的 算 子 A 二 A.. 

证 1) 核 A(x,y) 由 下 式 定义 : 
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(A,w) = xy "|| et Gy 6)w(z,y) drdyde. 


£i supp wflsuppa-(2, BARCA, w)—0, 因此 supp AC L(z, y) 
€QXQ0; J£€ R'N0, f(x, y,£) € suppa(z,y,£). 

2) 取 一 具有 恰当 支 集 的 函数 e (x, y) € C^ (OX 00 fiTE AU 
supp A 上 gzl. 4& a'(x,y,&)g(x.y)a(x.y.,&), 则 a 适合 所 求 . 
$1(x.3)€ QX Q; 3£€ R'VO f(r, y, £) € supp a (xz, y, €)) C 
supp e(1Z, 自然 是 恰当 的 . 而 且 在 A 附近 4 二 a’', 因此 , 对 任意 
v(x)ECo(Q) 有 

(Au,v)= (A(x,y), v(x) Q u(y)) 
= (pA, v Ou = (A, pg(vO u)) 


= [es Gy eG 3) u(y) u(x)drdydé 


一 [I et» a (x,y, £)u(y)v(x)drdydé 
— (A'u ,v). 
H v ZERRA A-—A'. 
现在 讨论 上 述 重 象征 的 广义 函数 核 . 我 们 可 以 证 明和 定理 
1. 2. 3 同样 的 结果 . 
定理 1.4.3 Zar y, € S, NOX £0 ARA dS dC 866 PsDO A 
的 广义 函数 核 A(r,y) 在 0Q2,X0,\A 上 为 C” 的 . 更 确切 地 说 ,， 若 对 
JENA m—pClal -) «—n, Rl 
Gc — y» AG, y) € OR, X 0). 
证 ”仿照 正规 化 的 方法 , 可 以 定义 (注意 在 讨论 广义 函数 核 时 
恒 设 x(y)ECe (Q)) 


A(x,y) = (2x) " ||e* ^? L'a(x , y,&)d£, 
这 里 例如 可 取 


2 


—i E 
L=i2 y) TA 


从 而 当 (x,y) 儿 A 时 , x—yz50 而 有 
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(z—9Y*AG.y)7 Qu) *[Go20ret La Gy dt 


= (22) "||? Ga L'al, y, dt. 


H a(x y, £) € Sr, (OX Q)51 
| (i2))"L'a(x,y,&) | C H] € metn, 

因为 上 和 |c| 都 可 以 任意 取 , 故 知 不 但 可 令 m 一 p(k 十 |a|) 过 一 x 使 
上 之 积分 为 绝对 收敛 , 而 且 可 以 对 zx,y 微分 任意 多 次 , 因而 定理 得 
证 . 

以 上 我 们 把 象征 适当 推广 为 振幅 函数 ( 重 象征 ), 现在 要 问 一 
个 相反 的 问题 , 即 (1. 4.6) 可 否 化 为 形 如 (1. 4. 2) 的 PsDO? 下 面 的 
定理 有 基本 的 重要 性 , 而 在 其 中 不 仅 需 规定 OK<, 0S1, 还 
必须 6<p. 

定理 1.4.4 Balay) € St;(QX Q0, 081, 0<p<l, 
6<p， 其 相应 的 算 子 A 为 恰当 支 的 ， M ACOpCGTO, 而 相应 的 象 
征 pCGr,£) -e EA (e) E S", CQ) o B. 


bG.8 ~ 5 DY a (x,y) | (1.4.8) 
证 设 u(x) EC (0, 有 
u(x) = (x) feti (ede, 
于 是 A 可 以 写 为 
Aux) e Qn)" [AC a CE)de 
= (21) e p Gr oa(Ode. 


现在 要 证 明 plr, E) € Sz CO) BUB EXE RETE S (1.4.8). 为 此 , 我 们 

要 应 用 定理 1. 4. 2 适当 修改 a (x y OME A 附近 不 影响 A. 令 
b(x,y,£) = a(x,xd y,£&), 

则 2 作为 y 的 函数 ( 即 固定 x 5 8) EXE. 事实 上 , 若 yE ly, 

b(x, y ,£)250], M z-Fy€ r Ga (Xx)) 门 5 为 紧 . XX HE m: xy) 
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一 r+, m: (7,y) 一 y 是 投影 鼎 射 . 以 a(z,y,&) 之 式 代 入 A 之 表达 
R, 有 


p(z, q) = e" (2x)" ferate, yee dydé 


er (22) 7 [et 0G. — x,£)e" dyd£ 


e*( 2) "|| b(x,z,£)e^*? dzd 


(x) fbe Gr 6— 2. £)d£ 


= Qxy "b. Gr. e 6 pdt. (1.4.9) 
RE blr, PERL, c ,7) 对 第 二 个 变 元 之 Fourier 变换 . A 
为 5(x,*' ,7) 是 CV 的 , 故 blr E p AT ERARA. E hF 
alz, y, q) € SHOXA), 所 以 
laas b. (£D CC (1 Lg t EN, YN. 
(1. 4. 10) 
前 面 我 们 用 过 一 个 不 等 式 ? 
GE ely (ty (+ é= yl)". 
EHPA ity REE MA 
(1 二 | 和 十 引产 委 Oc epe sb, 
代入 (1.4.10) 有 


DOD 这 个 不 等 式 的 证 明 如 次 . 先 看 so 的 情况 . Elle w 
AHIAHI, 
而 (十 | 一 yg)" 21. M EUR E. lyi <le W 
Q4 19D EDADA gD 
zie — iy tiy Hie yl? 
=i +i Ge — 19015 
zit lel. 
所 以 QL 十 191) Q 4-187 90 2 CF LED. 3E sec0, 则 记 :== 一 ?并 将 | 与 
[ 引 互 换 仍 可 得 此 不 等 式 . 
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| 858565 (7x,€,€+y) | 
« Cy (0l EH mmm (1| e po 
x; C.(1-l £l ) md+elel+alal-N(] 十 | ) | )relettatal ， 
回 到 (1. 4. 9) 即 有 
| 959° p(x,) | CO 十 | q 1)™ eeltelal. (1.4.11) 


RER N 充分 大 使 fa 十 | g |)iriteeltaie -Nde <+ oo, 这 样 证 明了 


pE SHA). 
最 后 看 渐 近 展开 式 , Ds Ce 8 6+ pikit Taylor 公 
式 在 点 了 展开 : 


| Gee p — Dbl, ne | 
aze a; 


al< 


«Clel' LAMP, 1226. (x, e, t£ + 9) | 
«C | EI sup H gH Dn QE ED, 


(RB (1.4.10) X) 
zie «Il /2, 在 上 式 中 取 N=k mE AHI ^«, 从 而 上 
KA COT I1)" 2558. Ele >|] /2, WU 
Gc |gtielyscüacieD", (Gtlsgttel) "x1. 
从 而 上 式 以 CC1 018] )" * " 2559. 以 Taylor RARAC. 4.9) 并 注 
意 到 


(2r) [o5 bs (2,6, dé 


一 D; 2x)" [e035 ba Cr, 6 de 


y=0 
= D3 b (x,y, q) lj,-o = Dj2a(x, y, los, 
即 有 


| oz 一 M LDi2ra Gr y i) pun 
lala ^* 


一 [CUI -5 os ba (zs pe ae 


lal <k a! 
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GtiyD)"dtc| | G+ grag 


«c[ 
el ze tyl 


tebc di gl 
< CAH g Dr" HCA H g Dmm, 
取 N> 2k 即 可 得 到 
Pes, — 22, Dias a (ry, ly. | C(t 9 D". 
特别 重要 的 是 
| Deasa (x,y, g) I CA lg Drm, 
由 于 规定 了 <p, Z BEÉRSUIm—(o—8)lal V 一 ce. 只 有 这 样 ， 
(1.4.8) 才 确 为 渐 近 展开 式 . 至 此 , 定理 证 毕 
现在 可 以 补足 前 面 未 证 完 的 两 个 定理 , 首先 是 
定理 1.2.7 (OpCS, P D = N OPSE DD SAA C7 
3 dS dc 8 P) ={( EFF). 
证 ”由 定义 Op(S 7 (0)) — (YOpPCS2, (2). FHA 1.2.5, 
IN Op(S7,(0))] = {具有 C7 广义 函数 核 的 算 子 } ， 
而 右 方 显然 含 于 {正则 化 算 子 } 之 中 . 余下 尚 需 证 明 
{正则 化 算 子 } C (0pCS; 7 (0))1. 
为 此 令 算 子 A 之 广义 函数 核 A(z,y)EC”(QX0). 令 
a(x,y,&) = e" ?to(£) A(x, y), 


这 里 pE Cr (R") 而 且 Cx)" [aede = 1, MAN A 可 以 写成 


Arx(z) = (x) " [et Gs u(y)dyde, 
立即 可 见 alz, y, £) EST (AXN). 最 后 证 明正 则 化 算 子 A 必 具 
CC” 广义 函数 核 . 为 此 , 令 A 作 用 在 6,(z) 上 ,而 有 
a(x,y) — (A8,) (x). (1. 4.12) 
取 (zo y) ER XN, 有 
lax, y) — axo S) IKI CA3,) (3) — (A8, )(7x) | 
十 | €CA8, ) (x) — CA8,, ) 9) |, 
E29 8, (x) € 6€ (0,), 而 A: 6'(0)— (A), FACAS, 0 (x) € 
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C^ (Q), 故 对 任 一 se>0, MA g0 FE, 使 当 |x 一 x | 过 py 时 
| CAB,,0 (x) — (Að, ) (x9) [< e/2. 
由 A 之 连续 性 又 知 , 当 |x 一 zo 过 7 上 时， A6, (x) 对 yy 一 致 连续 ， 故 
XA q 0 fS yyl <h, 
| CA3,) $7) — CA2, 0 (x) |< e 72. 
这 样 得 知 a (x y) EE AXN 中 连续 . 对 3595 a (x, y) —22A (0P (x)) IZ 
用 同上 推理 即 知 a(x, y) € C^ (0X Q). 最 后 令 A 是 以 wa(z,y) 为 广 
义 函 数 核 的 算 子 , MASP ) (0) — CASI? )(zr) 对 一 切 y€ 0, BE N" 
成 立 . 但 这 种 82 E E (9) 中 稠密 , MA ASA: E) a). 
至 此 定理 证 毕 . 
定理 1.2. 10 之 证 明 设 A 之 象征 a(x,&)E€S”;. 作 一 个 具有 
1& 34 5c SRI C^ (OX Q) ERR g(x,y) 使 在 对 角 线 集 A 之 附近 为 1, S 
air, y,£) = p(x,y)a(r,é), 
则 易 见 ca (x,y,6)ES%(QXQ), ME E, GERE 1.4.2 之 1)) 是 恰当 
89. DL ai Gr, y 29 fts ER EBD n] EHI PsDO A, € Op( Sz, (0)) EE 
恰当 的 . 令 A(zx,y) 和 Ai(x,y) 分 别 表示 A 和 A 之 广义 函数 核 , 易 
B, Ai(z, y) — gAGc y), 从 而 在 A MHE A, (r, y)=A(r, y). 定理 
1.4.3 和 上 述 定理 1. 2.7 告诉 我 们 PSDO A 与 A, 只 相差 一 个 正则 
化 算 子 R. 
现在 要 讨论 一 个 十 分 重要 的 概念 , 即 主 象征 . 
上 一 节 中 , 我 们 已 从 振幅 函数 <(z,y,6) 作 出 一 个 象征 : 
e * A(ef') = a(x.£). 
准确 些 说 应 称 为 PsDO A 的 全 象征 . 由 定理 1.2. 10, 对 任 一 A€ 
Op(Sm%;(0)) 必 有 分 解 式 A— ALTER, 其 中 AiEOp(S?s(0Q) ) 为 恰当 
支 的 , 而 R 是 正则 化 算 子 . 若 A HUBS E ACALTR', Bü 
A; —A, — R' — R € Op(S™). 
前 面 我 们 已 经 说 过 , 在 讨论 PsDO 中 Op(S-” ) 是 不 足 道 的 , 即 以 商 
空间 Op( Sz; (Q)) /Op( S “(0)) 之 一 元 ( 即 一 个 mod Op( S *) fj 
等 价 类 ) 作为 一 个 PsDO. 同样 , 在 象征 空间 中 , S “(0Q) 是 不 足 道 
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的 , 即 以 商 空 间 S7, CQ) /S “(02) 之 一 个 元 ( 即 一 个 mod S“ 的 等 
价 类 ) 作为 全 象征 . 这 样 我 们 得 到 了 一 个 同 构 
o: Op( Sz,(Q)) /Op(S™ (0)) ~ Spe) /S ^ (0). 
总 之 我 们 可 以 
定义 1.4.5 同 构 
o: OpCSTS,CQD/OpCS * (0)) ~ Sr, GQD/S 7 Q2) 
称 为 PSDO AC OpCS; QD) /OpCS “(0Q)) 之 全 象征 .以 后 我 们 常 
记 p(Xx1&) 为 a(A), 或 记 A 二 p(x,D). 
以 上 的 讨论 自然 是 对 0<o 委 1, 0K8<1 H <p 的 情况 而 言 的 . 
再 看 渐 近 展开 式 (1.4.8), 其 主 项 为 a(x,zx,€)€ Sz, CQ) fai o 
各 项 则 分 属 Sm 2 (Q). 一 般 说 来 , EA p(x,&) 的 渐 近 展开 式 
bx.) ~ 9 pir. 8) = pix. 8) + q(x,é), 


这 里 ， pelz, £) E SHCA), Bom, 4—0, m =m, R 
| gz, € SCO) C SCA), 
因而 olg) € S75 (0) /S “(0Q) 对 应 于 PsDO q(z,D) € Op( S; (0)) / 
Op(S “(1)). 与 o(p) 比 较 并 求 商 , 又 得 一 个 同 构 
om: Op( S74 (Q)) /Op( S75 (Q)) — S74 (0) /S; 5 (2). 

EX 1.4.6 同 构 o,, 称 为 PsDO A 的 主 象 征 . 常 记 为 px. 
(现在 下 标 m 表示 阶 数 而 不 是 (1.4.8) 的 第 m 十 1 项 ). 

再 回 到 1. 1 节 末 尾 关 于 渐 近 展开 的 说 明 . 若 p(x,&)€ Sn) 
Ek E HJ m; 阶 正 齐 次 函数 p; (7,6) € SC2) 作 渐 近 展开 ,这 里 
m,-—m, mj 4—2, Rl 

Pml LE) 一 os(x,£),  pu(x,t£) = t"p.(x,8, t 0, 
即 是 A 的 主 象征 . 象征 可 以 这 样 展 开 的 PsDO 常 称 为 经 典 的 
PsDO. 

现在 我 们 要 证 明 Op( S7, (0)) = UOp( S7, (0)) $$ 0 pil, 
0 委 6 生 1 H 6<p 时 成 一 个 代数 . 它 有 一 个 “乘法 ”( 即 复合 ) 还 有 两 
个 对 合 运 算 ( 转 置 算 子 和 伴 算 子 ). 一 个 代数 上 的 对 合 运 算 BÉ 
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& é—1id 的 一 个 自 同 构 . PsDO A 的 转 置 算 子 'A 和 伴 算 子 A* 
如 下 : 对 任意 xs,vEC”(Q) 有 


定义 


(Au,v) = (u,'Av). (1. 4. 13) 
iX HB Cf, g) && Euclid 配对 : 
(fg) | edz (1.4.14) 
伴 算 子 A* 则 由 下 式 定义 : 
(Au,v) = (u,A' v), u,v€ Co (Q), (1.4. 15) 
这 里 (f,g) 则 是 Hermite 配对 : 
Cf.g) = [/&ds. (1. 4. 16) 


3E38 1.4.7. 若 A 为 恰当 的 PsDO AEOp(S"(0)) 且 
Ocpoxl, Oxó-l. <p 
则 可 定义 入 ,A* 均 为 OpCSz,CQ00 ,. 其 象征 为 


oA — 3) TD A) Gs 6, (1.4.17) 


az 


o (ADD Y) JCDNISUOGSÉ. — 0.418) 


ez 
MET SUAE ACG y) — ACy 32, A" Gy — ACy, x). 
WE 设 x,oE Co ,由 定义 有 
(Au v) = (u,' Av) 


= (2x7 [e= (4) ze) u(y) oz)dydzde, 
(Au,v)— (u,A' v) 
= (2z) [e CA) Gr DuC) 7dydzds 


这 里 的 积分 应 理解 为 振荡 积分 ,而 因 被 积 函数 对 x y 有 紧 支 集 , 故 
TESCT-L 中 仅 需 有 9 /26 即 可 , 定理 1.4. 3 的 证 明 中 已 经 看 到 了 这 一 


点 . 用 Fubini 定理 即 得 i 
(u,'Av) = fuly)dy - [e CA) Ge vC) dde. 

因此 
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'Av(y) = x [ene Gv Gazae. 
将 xz 与 y 互 换 , 3036 6E 525—868 
‘Av(z) = x) "|| C. — vy) dydé. 


所 以 /AE Op( Sza), 而 以 o(A)(y, 一 和 为 振幅 函数 .由 定理 1. 4. 4 
即 得 (1. 4. 17) 式 . (1. 4. 18) 的 证 明 与 此 类 似 . 关于 广义 函数 核 的 结 
果 自 然 成 立 . 
注 ” 这 个 定理 的 证 明 中 利用 了 A 为 恰当 支 这 一 事实 , 但 由 于 除 
了 一 个 正则 化 算 子 外 ,A 恒 可 化 为 具有 恰当 支 的 PsDO. 所 以 在 定 
理 的 陈述 与 证 明 中 都 未 提 到 这 件 事 . 以 下 也 都 这 样 作 . 
现在 再 看 算 子 的 复合 , 即 此 代数 中 的 乘法 . 设 有 
A € Op(S;5(0), BE Op(S,5(Q)), 
由 上 所 述 , 不 妨 设 ALB 均 为 具有 恰当 支 的 , 因而 例如 均 为 Cv” (0) 
>C 2) 的 连续 算 子 , 从 而 B*A 是 有 意义 的 . 现在 我 们 要 证 明 
定理 1.4.8 B.AEOp(S” (D), 而 且 
ona G D = D) Lope, GsODte GB. (1.4.19) 
证 ”容易 看 到 '(4)= 一 4, 因此 , 由 定理 1.4. 7 之 证 明知 


Au(z)— (27) "er ro yy, — u(y)dyds 


一 (22) [e (feon, m £u(y)dy)de, 
所 以 
(Au) (£) — feol, — £)u(y)dy. 
由 此 
B o Au(z) x) 7 [etes (e 8) CAuY u(t) dé 
= (2x) [et ss Go Dos Gr, — OuC)dydt 
一 (2m [etale y, aC) dyde. 
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容易 看 到 ，B-.A 仍 是 一 个 PsDO, Eti RA 
a(x,y,£) = oy (x,£)oq(y, — E) € S, 
由 定理 1.4. 4 可 得 其 象征 为 


osa (0.8) ~ 23 SD; a Gros Ls 


a 


-54 > gites O9IDz ou (y, — E) lyas 


mtm, 


-2 C aganla, E) DEO oa Cr E) 


-— lal 
~> (27. ZU Jar?tes Gr oie" o4 x. £). 


但 如 CH7 = dj D 当天 0 时 为 0, ) 一 0 时 为 1 故 有 


apa(zr,6) 一 之 gites, ,£)DE oa Gr, £). 


定理 证 毕 
因为 F(z)EC ”是 一 个 S,,(Q) RAE, WEA f(z) 可 以 看 做 一 
个 0 阶 的 PsDO, 而 其 象征 即 为 f(x). 应 用 上 述 定理 即 有 
系 1.4.9 ZACOp(GLGOD, f€C^QGO2D, 则 对 任意 正 整 数 
N 均 有 
A(fu) (x) = D DD oz Dule) + Tyu, 


lol<NQ 
这 里 Tw € OpC Sz; (2). 
如 果 把 复合 作为 PsDO 代数 中 的 乘法 看 , 则 此 乘法 是 不 可 交换 
的 ,而 相应 的 象征 作为 函数 来 看 , 其 通常 的 乘法 是 可 交换 的 . 二 者 
之 间 的 同 构 只 是 作为 线性 空间 的 同 构 . 若 希望 作为 代数 仍 能 同 构 ， 
就 需要 在 象征 类 中 引 人 一 种 乘法 “# ”如 下 


a(z,6) 并 0(z,6) = Y) ota Gr £) Db x, £). (1. 4. 20) 


(这 种 乘法 在 理论 物理 中 也 会 遇 到 , 有 时 称 为 Witt 乘积 . ) 这 样 就 得 
到 了 象征 类 与 PsDO 类 作为 代数 的 同 构 . 但 是 就 主 象征 而 言 ， 因 为 
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(1. 4. 19) n a—0 的 一 项 是 可 交换 的 ,从 而 有 
(6g. a) tm, = (04)m (On), = (Gain) n +m » 
即 仍 是 可 交换 的 . 
以 后 我 们 经 常 要 用 到 两 个 PsDO 4EOp(S(2)) 和 BE 
Op(S.5(O)) 之 交换 子 [A,B], 其 定义 为 
[A,B] =A. B— B* A. 
很 容易 看 到 , 这 是 一 个 Op(S ^ ^ ^ (aR PsDO, CHER 
征 是 所 谓 Poisson $59 : 
(om+m 3) LA B] Gr 8€) = {(04)n, (oo, | 
-15 N (Leah 9(oy)s, (as)m 93(as)m ?oa)me Y, 
i £d aE; àz; Qi EN 
àÀ-—p—8. — (1.4.21) 


1.5 椭圆 与 亚 椭 圆 拟 微分 算 子 


拟 微 分 算 子 理论 的 一 个 重要 来 产 是 研究 椭圆 算 子 的 基本 解 问 
题 . 首先 应 将 椭圆 性 定义 推广 到 拟 微 分 算 子 . 以 下 恒 设 Se (2) 中 
0x6 «px ]l. 
定义 1.5.1 ik A€ OpCSZ,CQD).. EO ZAE— KE XR EK 均 
可 找到 一 个 常数 C>0 使 当 |&| 充 分 大 时 有 
| oakx,8) [Iz C(I 二 | ED” GA Cjl, 
TEKCCOD, (1.5. D 
Alik AE m BS EN dodi 2- XT. 
注 若 用 主 象 征 表示 , WIE TEDABEI. (404. (r, 6) 是 
cA x E) ZZ EB, 故 只 需要 求 (1.5.1) 对 主 象 征 成 立即 可 . 若 A 为 经 
典 PsDO, 从 而 (04), (2,6) & € I) m 阶 正 齐 次 函数 ，, 则 (1. 5.1) 可 以 
ÈA Coa )m (zx,6) 关 0, £750, 因为 这 时 inf loa Gr, €) | 7620, 而 


oz,e I=] £l” loal, pl HJ 
当 A 为 线性 偏 微分 算 子 时 ， 主 象征 即 是 主 部 , 而 这 个 定义 与 常见 的 
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定义 完全 一 致 . 

椭圆 PsDO 最 重要 的 性 质 是 : 它们 基本 上 是 可 逆 的 . 确切 地 说 ， 
我 们 有 

定理 1.5.2 算 子 PC OpCSz CQ) A m. 阶 椭圆 算 子 之 充分 必 
要 条 件 是 存在 一 个 恰当 椭圆 PsDO QE OpCS,7 (Q)) 4E P Qe 

id (mod S77). 它 也 适合 Q» Pid (mod S ^). Q 称 为 P 的 拟 基 本 

解 (parametrix), 它 在 mod S “意义 下 是 唯一 的 . 

证 ” 先 证 明 必 要 性 , 即 椭圆 PsDO 必 有 拟 基 本 解 存 在 . 

Zi Q 适合 QeP=id (mod S“), MKR Q 为 左 拟 基本 解 ， 同 
样 , 适合 Pe 三 id (mod S“) 的 Q 称 为 右 拟 基本 解 . 我 们 先 证 明 二 
者 一 致 (因此 定理 中 只 说 拟 基 本 解 而 不 分 左右 ): Q 三 Q@& (mod S 7). 
实际 上 


Q °- P=id+R, RE Op(S™), 
双方 以 Q» 从 右 方 作用 之 , 有 
Q。P.Q =Q +R ° Q, 
但 P.Q: =id+R;, R; € Op(S7™”), 所 以 
Q o (Gid +R) =Q +Q R= QR :Q, 
Bp 
Q, —Q; =R -Q — R; Q € Op( S ^). 
现在 我 们 来 构造 一 个 左 拟 基 本 解 . 这 时 我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 1.5.3 i A€ OpCSz, CQ) XX m FEE PsSDO， 则 其 象征 
cA CA) Cx, £) 8 | 8| JL 2 X Bp 31$ AF X. 
3:95 a CA Cr, /o(x,&£) € S38 (9), (1. 5. 2) 
证 将 上 式 分 子 记 作 9;o(A)(y), y G8. Y= (a,b), 于 是 
9,(9yo(A)(y) /6CA) (5) 


«935 (4A)(?) 3,0 (A) 6) . 2355 (A) C) 
s(A)(y) c( A) Cy) oA)(y) ` 


依 此 类 推 有 
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25 (310 (A) y) /oe(A)(Y)) 
S 3*3! o (A) () Tp 220 CA) C) 
pU AO. IL o 
由 于 |o(A)(y) | 之 C(1 十 | 外)", 故 可 得 (1. 5.2). 
定理 1. 5. 2 证 明之 完成 ” 先 作 一 个 Que Op(Si? (Q)), 使 当 
lel >r>0 时 以 (ol P) G0, 6) :为 象征 , 而 且 是 恰当 的 . 于 是 由 算 子 
复合 公式 有 


(Q « P)~ 1+ 3] Far(o(P)) Dt (P) 
lal»o €* 


1 3:9(P)" | Dte(P) 
al (P) ^ wP)C 
.5. 2 的 方法 可 证 (P)? € Sr (0). 故 由 引 理 知 
1 ac(P)- | Dte(P) 
al s(P)! ^ a(P) 
如 果 记 以 D uso Lot ((P))7 Dt o(P) 为 象征 的 PsDO X Ro, MI 


R, € Op( j^" (Q)) , 而 有 

Qu: PzsS I--R, (mod Op(S ")). (1. 5.4) 
现在 仿照 泛 函 分 析 中 构造 Neumann 级 数 (1 + RS) = I+ 
MAC: URS 的 方法 作 渐 近 展开 式 


oo 


C — D(C DR), G € S,(Q), 


则 C, (Id- R,) £1 (mod S ?). Fi C, 从 左 方 作用 于 (1. 5.4) 即 有 
(C, »QQ) Pe I (modOp(S ^)). 
因此 令 CQQ, 则 QE Sm? (0) xk P 的 左 拟 基 本 解 . 当然 也 可 作 
右 拟 基 本 解 , 而 由 前 述 这 个 右 拟 基本 解 就 是 Q. Q 的 椭圆 性 自明 . 
拟 基 本 解 是 唯一 的 . 因为 若 有 两 个 拟 基 本 解 Q, Q, M 
Qi» P=]  (modOp(S ")). 
用 Q 从 右 方 作用 于 上 式 双 方 , 注意 到 Q 同时 也 是 右 拟 基本 解 : 
P-Q =I (modS™), 


=] + (1.5.3) 


用 证 明 引 理 1 
€ S, f» (Q). 
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即 有 
Q, =Q (modOp(S™)). 
现在 证 明 充分 性 , 即 若 设 有 Op(S,?(0)) 的 基本 解 存在 , W P 
JMEN. 因 P.Q=1, 用 算 子 的 复合 公式 有 
X FotolP) .Die(Q) =1 (mod S7), 
取 a==0 的 一 项 , 则 有 
c(P) .cl(Q) —1--r(x,, r€ SY ?(Q). 
因此 当 x 在 9 的 某 一 紧 集 K 中 , 而 | 引 又 充分 大 时 ,， 必 有 lP). 
c(Q)2»1/2, BD 
POOEERSP CN 
(8E e(Q)I C1 Hel)", x€ K, lel E OX, 代入 上 式 即 知 
|e(P)(z;e) |> CO + E” — CL eln. 
FL P E Sz,(Q)BBI PsDO. 
HOGEPGRERESSRBSIEI PsDO: o(P) ~ 977 ,P,G,£), PG. 6 
& € f m —j 阶 正 齐 次 函数 , 则 其 拟 基 本 解 Q 也 是 S,? (0) 类 的 经 典 
的 椭圆 PsDO， 实 际 上 , 我 们 可 以 在 | 
e(Q)z,&) ~ EQ G.0, 
Q (x,£) E E 8 —m—j 阶 正 齐 次 函数 的 形式 下 求 Q 由 算 子 复合 公式 ， 
3 oto(P)D: o(Q) —12 0 (mod S$™). 
比较 双方 齐 次 性 阶 数 , Bm Lel JE A CL el o RR, 
o, (P) ^o, (Q) —1, 
o, CP)o-,4(Q) + $1316, (P)D20(Q) —0, 


lal=1 
Za 


onlP)om (Q+ D Late. (P)D? o... (Q) =0, 


khit laj =j, Iz; Se 
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因为 o,(P) 关 0, 故 可 依次 求 出 o, (Q), 在 16| 委 -时 适当 补充 定 
义 o_m-;(Q) 即 可 求 出 拟 基 本 解 QE SF (0), 由 它 的 求法 知 Q 也 
是 经 典 的 PsDO, ifg H.o-,(Q)— (o, CP)) #0. 所 以 Q 也 是 椭圆 
的 . 

拟 基本 解 的 重要 应 用 是 讨论 解 的 正则 性 问题 . 由 经 典 的 线性 偏 
微分 方程 理论 知道 ， 椭 圆 算 子 的 显著 特点 是 解 的 光 谓 性 , 即 当 方程 
右 方 为 光滑 时 ,其 解 也 是 光 请 的 . 对 椭圆 PsDO 类 似 结论 也 成 立 ， 
BIA 

定理 1.5. 4 (Weyl-Schwartz) i& AC OpCSZ, CQ) Xd DEL t, 
则 对 uE EDA 

sing supp Au = sing supp u. (1.5.5) 
车 A 为 恰当 的 , EX uco' (Qus x. 
证 ”由 上 假设 , Au DE EMRE Lah. 由 PsDO 的 拟 局 部 


性 ， 

sing supp Au C sing supp u. (1. 5. 6) 
但 若 记 A 之 拟 基 本 解 为 BEOp(S. (0)), WA B:A—I-FR, RE 
Op(S “) 而 有 


u = B o Au + Ru, 
但 Rue cC”, 从 而 
sing supp u = sing supp B » Au Œ sing supp Au. (1.5.7) 
比较 (1. 5.6) 与 (1. 5.7) 即 得 定理 之 证 . 
PsDO 理论 的 出 现 容许 我 们 对 奇 性 作 微 局 部 的 考查 . 现在 椭圆 
性 条 件 (1. 5. 1) 既 是 余 切 从 T* QNO 上 的 条 件 , 我 们 想 把 它 推 广 到 
T' QNO 的 锥 形 集 D E. 为 简单 计 , 设 D—OXIN, QCR' 是 一 个 
FE, D.C REINO 是 锥 形 集 . 设 有 A4E Se(2)， 若 对 任 一 紧 子 集 
KCA HAAK CO, r>o0 使 
| ol(A)(z,8) Iz CA++ D7, lêl>r, (1.5.8) 
就 说 A 在 卫 中 是 椭圆 PsDO. 我 们 来 构造 A 的 一 个 微 局 部 拟 基 本 
AE. 29H DIC CP 是 厂 的 任意 的 紧 锥 形 子 集 T 丰 CCT,( 实 际 上 就 
x niels-iccnfiísles-l). 我 们 有 
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定理 1.5.5 在 上 述 条 件 下 ， 必 存在 一 个 在 人 XT 中 为 椭圆 的 
恰当 的 PsDO 记 作 BEOp(S CQX D0)4&. 
c(B«* A) —1,c(A* B) —1, G,O0O€ QXIA. (1.5.9) 
B 称 为 A 在 QXT 中 的 微 局 部 拟 基 本 解 . 
WE 仿照 定理 1. 5. 2 的 证 法 , 先 求 出 B, 使 


c(By ° A)— 14 5 lots(B.)Dt oA) 
a0 . 


一 1 十 aolRo)，(z,6 ENAN, 
这 里 o(Ro)E Sp (AXD). 作 以 它 为 象征 的 
PsDO R, € Op( S; (Q XD )), 
再 作 Neumann 级 数 
C, 一 了 十 $C AR. 


于 是 在 QAXTh m C, € Op( SS,(QXIY)), $ B—C, B, 即 适 合 于 所 

在 1.3 节 中 我 们 已 经 看 到 , 可 以 用 PsDO 在 T QNO 的 个 锥 形 
集中 对 w€ 6'(0) 及 其 谱 4(&) 同 时 作出 截断 ,在 有 了 椭圆 算 子 及 其 
拟 基 本 解 以 后 , 我 们 可 以 把 这 方面 的 结果 概括 为 

定理 1.5.6 设 uE€6’ (A), Cm, 650€ QXT. Gu 8)4 
WFGO, 则 必 可 找到 一 个 OpCS2, CQX D)). 类 PsDO A(x,D) 使 在 
Gro ,& f X — 4E AX QD, TP4CCCTP TP 6CA)21 (mod S 7), 
而 且 Au€ Cy, (QD. 反之 ， 若 有 上 述 类 型 的 A(z,D) 使 AxE Ce QD, 
A] Cro £2 € WFG2D. 

注 上述 的 A 可 以 改 成 椭圆 的 PsDO A, € Op(S”)， 因为 可 以 
作出 A 的 微 局 部 拟 基 本 解 B. 并 令 BASA, WI AC Op(S2,). 

定理 的 证 明 1) 必要 时 可 用 单位 分 解 去 乘 u 布设 supp «CQ 
充分 小 , 而 «(ex EEr rh. 现在 作 一 个 C” 函 数 x(&) 使 其 当 
él 之 1 时 对 6 为 零 阶 正 齐 次 函数 ; 在 £—0 BRE Y (8) 0, consupp y(£) 
CT; 且 有 一 个 锥 形 集 厂 忆 CT 使 

x021, &e€n,l£lz1. 
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Trull EARRAK, 而 xX(D)uE€C”(Q). 再 作 glr) E 
Cs CQ) TE xo 附近 y(x) 三 1, 于 是 A=y(x)x(D) 即 合 于 所 求 . 

2) 逆 定 理 的 证 明 . EELER OTEA xE 为 象征 的 
PsDO 为 xX(D)E Op( S;), 不 妨 设 (Au)(x)E C(A) Z ZERI 
小 , 于 是 l 

Xx(é)on lr E) - x € S7", 
用 
x(D)ACGr,D) — x(D) € Op( S7) 
ERE u 上, K Au€ Co, RE X(D)u4 € C7. & lE x(D)u€ 9. 为 此 
我 们 证 明 对 任意 的 y (D) € Sz, (Q0) (不 一 定 是 上 面 所 述 的 y (0€ 
Sp CO) DL FEX BERE k DL a € N", 4 dist(z,supp wu) Z1 时 
| D'x(D)u(x) lt Cl x |*, «€ g(a). 
[B E MZE u AJEA u= D gaDt vy 是 具有 紧 支 集 的 连续 
函数 . 所 以 , 将 De 与 D 均 合 并 到 x(D) 中 , 我 们 只 需 证 明 
| x(D)u(x) | 和 C| x|", uc O(A). (1.5.10) 
这 个 证 明 是 很 容易 的 , 注意 到 
| a> y [7 C Aptent» = etn», 


则 对 # 作 分 部 积分 后 有 
Dula) = (2r) |] et» CC- Soy G0 17" (dye 


因为 我 们 已 设 dist( x, supp u)>1, MURUS F BS Ix — »| “不 影响 
积分 的 收敛 性 .又 
| C7 AO'x (0 IS CaA HH ED, 
当 上 充分 大 时 有 m 一 2kp 过 一 n, 因此 上 之 积分 绝对 收敛 . 再 注意 到 
Iz— yl 7 [x] 75, RU (1. 5. 10) £8 iE, 从 而 x(D)uE 9. 而 
(Duy = x(Ou(&) € 9, 

从 而 x(6) 在 锥 形 域 D, 中 急 减 , Moh) € WF(u). 定理 证 毕 . 

这 里 我 们 看 到 了 微 局 部 椭圆 性 与 解 的 正则 性 有 密切 关系 . 现在 
考虑 不 适合 椭圆 性 的 点 (x,6)E T* Q\0. 椭圆 性 的 定义 是 存在 c0 
Eloa (x ,£) | Ze(1- Hel)" —clel". 因而 
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lim £7" |o, (x,t) 250, 
从 而 破坏 这 个 条 件 的 点 应 使 lim t"g a (r,t£) —-0. 于 是 我 们 给 出 


定义 1.5.7 设 4AEOp(S"s(GO2))， 我 们 定义 其 特征 集 Char(A) 为 
CharCA) — (G5, € T* QNO; lim £^" lo, Gr, t£) —0). 
(1.5.11) 

这 显然 是 一 个 余 切 从 上 的 定义 , 从 而 是 与 局 部 坐标 之 选择 无 关 
的 . 若 A 为 经 典 的 PsDO 而 其 主 象 征 为 o, (A) (1,6) a, (1,8), an 
Xf & & m 阶 正 齐 性 函数 , 则 (1. 5. 11) 成 为 

Char(A)= 1(r,£)€ T' Q0; an(xr,£)=01. (1.5.12) 
特别 对 于 线性 偏 微 分 算 子 A, a (x,&) 即 其 主 部 而 定义 1. 5.7 与 经 
典 的 特征 定义 一 致 . 

定理 1.5.8 fuc a), 

WF(u) = Char(A), (1.5.13) 
i € g(A)€ Spss Au€C". 

证 若 (zo, 名 ) 不 属于 右 方 , 则 必 有 一 个 A€ Op(S?,), Au€ 
C^ ,而 (Zo, 多) Char( A) , 这 样 的 (x。,) 当 然 是 A 的 椭圆 性 点 . 
由 定理 1.5.6 知 (xo ,多 ) WF(u). RZ, 3E (x5,6) € WF(u), Bl 
必 有 一 个 算 子 A€OpCS?), oa Cr, 8) 71 在 (zo,) 的 某 个 锥 邻 域 中 
而 AxEC”. 对 于 这 个 A, 242R G0 6) € Char(A), 所 以 (zxo,&) € 
NChar(A). 定理 证 毕 . 

(1. 5.13) 显 然 是 疲 前 集 的 等 价 定 义 , 它 的 好 处 是 与 坐标 无 关 . 

定理 1.5.9 RACORDARE, EE M, A 

WFCAu) C WF(u) C WF(Au) U Char(A). (1.5.14) 

E 先 证 左 方 的 包含 式 . 设 (zo .,5)€ WF(u), MAEA 1.5.6, 
一 定 存在 一 个 恰当 的 PE Op(S?) 使 在 (rz 和) 的 某 个 锥 邻 域 中 
c(P)z1 (mod S ")ifg Pu€ Cr. 现在 作 一 个 恰当 的 QE Op(S2,), 
在 (ze 名 ) 的 某 个 锥 邻 域 中 为 椭圆 的 , 而 在 其 外 有 QE S 7. 所 以 

P- Q=QÆQe. P (mod Op(S?)). 
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因为 在 (zo ,& ) 的 一 个 锥 邻 域 中 Ag AP, 而 在 其 外 QE Op(S ^), 
故 又 有 | 

Q.A«PzQ-«A. 
但 因 Pu€ C7, Mig QA*Pu€ Cz, 而 QMAu€C CP. 由 定理 1.5.6 
f G6) € WF(Au). 故 WF(Au)CWF(u). 

再 证 右 方 的 包含 式 . EG 8) € WFCAu) UChar(A), irn 8) 
€ WF(Au). BERA 1.5. 6 知 必 有 恰当 的 PE OpC SS) f&TE (xo ,&) 
的 锥 邻 域 中 op (r,6£)21 (mod S) BH P» Au€ CP. X(x,,5)4 
Char(A), 而 在 (xo ,6 ) 的 某 个 锥 邻 域 中 A 是 椭圆 的 . 由 于 在 此 锥 邻 
域 中 ocp(x,#) 圭 1, 故 由 象征 的 复合 公式 知 P.A 在 此 锥 邻 域 中 也 是 
椭圆 的 . 再 用 一 次 定理 1.5.6 BDAU(zo,56,) € WF(u). 至 此 定理 得 
ii. 

X; A 为 椭圆 的 , 则 Char(A) — (2, 所 以 由 这 个 定理 , 即 可 得 到 

推论 1.5.10 若 A 是 椭圆 PsDO, 则 对 uc 6 (0, 

WF(A4) = WF). | 
这 是 Weyl-Schwartz 定理 (定理 1. 5.4) 的 微 局 部 精确 化 . 
Gárding 在 研究 高 阶 椭圆 型 方程 时 ， 从 一 般 的 椭圆 算 子 
Au = 5Sa, (r)D*u, Ma.G)8 x0, 820 (1.5.15) 


lel im lel m 


中 划分 出 一 类 所 谓 强 椭圆 算 子 来 , 即 适合 
Re 25a. G£ mcl&l", c>0,£#0 


的 算 子 . 显然 这 里 讲 的 是 系数 取 复 值 的 情况 ， 若 系数 取 实 值 ， 椭圆 
性 和 强 椭 圆 性 是 一 致 的 . 但 在 一 般 情况 下 , 则 凡 强 椭圆 算 子 必 是 本 
圆 的 , 但 其 逆 不 真 . Garding 最 初 是 对 线性 偏 微分 算 子 来 证 明 这 个 
不 等 式 的 , 后 来 发 现 对 于 PsDO 也 对 , 即 有 

定理 1.5.11 (Gárding RÆ) ik AC OpCST, (Q0) 3$ & AF 
不 等 式 

Rec(A)r,D Zea, | E|”, rEN, EE R'N0, (1.5.16) 

a20 为 一 常数 ， 则 对 任意 e 沁 0 RAEE RE KCN, 任意 实数 
s， 必 有 常数 C>0 存在 , 使 
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Re (AuywW Ca —e) lulz—Clul?. (1.5.17) 
这 里 外。 ;表示 Sobolev 范 数 . 
证 ”为 了 证 明 (1.5.17) 需 要 一 个 引 理 , 其 证 法 与 构造 经 典 的 椭 
PsDO 的 拟 基 本 解 的 方法 一 致 , 由 此 可 见 这 个 方法 的 重要 性 . 
8|38 1.5.12 iE pr, £) E Spn (0), Re pr 220 70, I o 
存在 PsDO BE OpC S, C00) 
Re p(z,D) — B' * B € Op( Sj? (QD, (1.5.18) 


ik € Re pa D) — LG. D) p Cx,D)). 
证 ”我 们 在 以 下 形状 的 渐 近 级 数 中 求 (x,6) 一 os (zx,6): 
b(x.8) ~ Pb (x0). b € SE" (Q). 
由 于 本 节 中 恒 设 8 过 p, 所 以 它 确 为 渐 近 级 数 . bo Ce eB F 
bo (x,é€) 一 (Re pCGro,8£))'? 之 co > O, 
以 它 为 象征 的 PsDO b (z,D) € Op( S,(0)). 由 算 子 复合 公式 
olbs sb) G8) D) dot B GO Db (2,8) 


= |b (x,£)|? (mod Sx" ?(Q)). 
于 是 
Ri (z,D) - Re pl(x,D)— bè (zx,D)sb (x,D) € Op( j^ ? (0)). 
iB EHB b; (7, D) € Op( S; 7^ ? (Q)), j 一 0,1,…,k, 使 


k k 
Re p(z,D) — $15; (z,D) * yb (x,D) 
j=0 j=0 


= Ren (z,D) € Op( S; 9? (Q)). 
现在 我 们 希望 作 ba (2, D) € Op( Sz; ? (0)) , 使 


Re p(x,D) — ( $j5j (x,D) + bia (z,D)) 


(275 Gc D) + ba Gr, D)) € Op( S; P? (0)). 


J 


展开 上 式 , HKE- Op( Sz; 9 7? (ANTER 
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Rn (x,D)— (6! (x,D) * by (x,D) 

T (z,D) ° be (z,D)) € Op(S; p » t» (2)). 
回 到 象征 上 去 , 应 有 

Rn (x,é)— ONER 

+ ben Gu )b(x,£) € S"? (O). 

因为 blr, £) — (Re p(x,6))! ^ 2670, 所 以 这 样 的 br1(x,D) 可 以 
作出 . 这 样 我 们 作出 了 B(x,D). 它 实际 上 近似 于 Re plx, D) RISE 
方 根 . 

Gárding 不 等 式 的 证 明 ”我 们 不 妨 设 ;二 m /2， 因为 若 对 这 样 的 
;已 证 得 Gárding 不 等 式 ， 则 对 s 29m /2, 不 妨 任 取 som /2, 而 得 
Re (Au,u) (a —e) lul is — C ll M 2 

(a, —e)lullz;—Cl uli. 
这 里 我 们 用 到 了 Sobolev 空间 范 数 明显 的 不 等 式 : 
lud. > dul, 

我 们 还 不 妨 设 AE Sp;(0). 事实 上 令 Ann EAH 061? )7^ 28 
象征 的 恰当 PsDO, 它 是 自 伴 的 , 椭圆 的 , 用 A-ne As A-uS IRR 
A, 则 不 仿 设 m 二 0. 因为 若 

Re (A-n, *Á*A. Lou, u) (a, —&) il u il £—C i u Il lpm , 
$ uA, Bl ul o olus. lulu lvl, WI A-n 
的 自 伴 性 , 即 得 (1. 5. 17). 

于 是 考虑 算 子 


C= $(A A*) - (a, — $)1 € Op Sj (0). 


应 用 引 理 1.5. 12 可 以 找到 BE Op(S2, (Q0) , 使 
C— B* B = R € Op(S™ (0)). 
所 以 
(Ru,u)-(Cu,u)—(B* Bu,u) 


=; ((A+A' )u,u) — (Bu, Bu) — (a — $) (u,u). 
所 以 
43 


现代 偏 微分 方程 引 论 EEEESENENENEENEEFWEI S — — — 


Re (Au ,u) = || Bu li 十 (a — 5) | zz 十 (Ru ,u) 


Slas — 5) | za 一 | (Ru,u) l. 


但 


| (Ru,u) |< | Ru Holul <$ lulli +C | Ru 1 。， 


然而 , REOP(S ^(Q)), 所 以 对 固定 的 紧 集 KCCAQ, 必 有 常数 C: 
f& || Ru llo; Co | xl、 代入 上 式 即 得 Girding RER. 

椭圆 算 子 的 许多 性 质 , 对 于 较 广泛 的 一 类 算 子 也 对 , 因此 后 来 
对 椭圆 性 有 许多 推广 , 最 著称 的 是 亚 椭 贺 性 概念 。 上 面 已 经 看 到 ， 
对 椭圆 PsDO A 有 

sing supp Au = sing supp u. (1.5.19) 

但 是 具有 这 个 性 质 的 PsDO 却 不 一 定 都 是 椭圆 的 .因此 , RITKE 
合 此 式 的 算 子 划分 出 来 ,并 给 出 以 下 的 定义 : 

ÆX 1.5.13 若 AEOp(Szs(2)) 且 使 (1.5.19) 成 立 , 则 称 A 
X EAA PsDO. 

定理 1.5.14 AEOp(S"m;(02)) 为 亚 椭 图 的 充分 条 件 是 它 有 
PsDO 作 为 其 拟 基 本 解 存 在 . 

证 用 B 表 示 这 个 拟 基 本 解 ， 则 

B.A=I+R, RE Op(S™ (0)). 
Mou uee (a), 因为 Ru€C^, 由 上 式 有 
u = B » Au — Ru 
sing supp u = sing supp B » Au C sing supp Au. 

这 里 应 用 了 B 的 拟 局 部 性 再 由 sing supp AuC sing supp u 即 
PsDO A 的 拟 局 部 性 知 (1. 5. 19) 成 立 , 从 而 A 是 亚 椭圆 的 . 

i£ AEOS ) 为 椭圆 的 充分 必要 条 件 是 它 有 Op(S. (0)) 
拟 基 本 解 存在 . 

关于 亚 椭 圆 性 ， 有 一 个 常用 的 代数 判 据 . 

Æ 1.5.15. 车 4EOp(Srs (CQ)) 适 合 下 面 两 个 条 件 ， 则 它 必 
EAEAN. 
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(H) Ze mim £31] x € KCCO 有 正常 数 尺 ,CC。 存在 ， 
而 当 EK, lel >R 
C lEI S| oA), ISC |El. (1.5. 20) 
(Hs) l282:6 CA) Gr /a A) Gr.) | 
«C,akle|] 7*8, Je ZR, rEK. (1.5.21) 
证 “ 现 证 适合 (H, ),(H,) 的 A€ Op(S",(0)) 必 有 拟 基 本 解 存 
在 . 我 们 的 作法 仍 是 如 作 椭 圆 PsDO 的 拟 基 本 解 一 样 , 即 利用 渐 近 
展开 式 . yE ECR), fé 1 el c1 时 ye) —0, [EL R B 
(071. A b (x) — x(Oo(A) ! (5,6) € S7 (0)29 ETE B, € 
Op(S, 7 (Q)). fü 
«DAYS EM Lot bo Gr 8) Dt (A) Gr, 8) 


= ld r(.£). \ 

这 里 的 渐 近 展开 式 是 有 意义 的 ,因为 与 引 理 1. 5. 3 的 证 明 一 样 ， 
3t b, D o(A) — 9, C, (6(A) 99 6(A)) = (C(A) 30(A)) 

< (s(A) DE 6(A)) € S, j^ 9H! (9), 
这 里 a 十 … 十 a 过 |a|, IERSK. 所 以 r(x,)€S,i ?(Q). 以 
r(x,£)/8 RETE R(z,D) € Op( S;ij^ ?(Q)). 再 作 Neumann 级 数 

G (一 DR 

并 令 C, B,— B, 则 与 定理 1. 5. 2 的 证 法 一 样 可 得 B 为 A 的 拟 基本 
解 . 

下 面 看 两 个 例子 . 

例 1 热 算 子 9, 一 A,. 它 的 象征 是 充 十 |&|:, FRELBUm 2, 
m 一 1 AEH, ), (HRX. 

例 2 1-- xl * (C AY Gi» 是 非 负 整数 ). 它 的 象征 是 1 十 1zl> 
LEl”, IFA 4 m=2p, m 一 0 易 见 (Hi ) 成 立 . 令 p—1, 0p [vt 
见 (Hs ) 成 立 , 所 以 它 也 是 亚 椭 图 的 . 

但 还 有 许多 不 适合 (Hi ) , (H; ) 的 亚 椭圆 算 子 . 著名 的 例子 是 
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Kolmogorov 算 子 


az T A dx; 
A. N. Kolmogorov [Kol] 证 明了 它 具 有 基本 解 , 因此 是 亚 椭 圆 的 ， 
但 它 的 象征 是 


c(A) —— & c in& — i£. 
zi (xr,£)—(0,25,255,0,& ,0), M &(A) —0, 所 以 它 不 可 能 满 
足 (Hi ). 
这 个 例子 以 及 例 2 中 (py,v) 取 其 他 值 的 情况 ,都 引导 出 Hórmander 
所 研究 的 一 大 类 亚 椭圆 算 子 , 这 正 是 本 书 的 重要 内 容 之 一 . 所 以 我 
们 在 本 章 之 末 将 专门 讨论 Hórmander 的 这 一 理论 . 


1.6 拟 微 分 算 子 与 Sobolev 空间 


所 微分 算 子 AE Op(Sm%s(0)) 是 Co (0) 8l C^ (OQ) BS E EIL HT, 
现在 问 它 是 否 可 以 拓展 为 Sobolev 空间 H'(Q) 上 的 连续 映射 ? 以 下 
我 们 仍 假设 0x81, 0 二 o 委 工 且 8o, 因为 下 面 我 们 仍 将 用 到 渐 近 
展开 . 上 节 的 引 理 1.5. 12 CPER PsDO 必 有 近似 的 平方 根 存 
在 ) 的 证 明 仍 将 起 主要 作用 , 所 以 我 们 再 叙述 一 次 : 

引 理 1.6.1 设 CEOp(S?.。(2)) 具 有 实 的 主 象征 co(C)(Czry6) 使 
对 任 一 紧 集 KCCAN， 


lim o; CO (x,€) > 0, (1. 6. 1) 
Le] oc 
则 必 存 在 一 个 恰当 的 BC OpCS2 CO) M E 
C—B'*B-ctR, R€Op(CS ^). (1. 6.2) 
这 个 引 理 当然 就 是 引 理 1. 5. 12. 差别 在 于 这 里 的 C 就 是 引 理 


1.5.12 中 的 Re p(x,D) — (1/2) (pCz, D) E p^ (z,D))， 后 者 当然 
具有 实 的 主 象征 . 由 (1. 6.1) 可 知 必 存在 一 个 常数 C470, 使 当 |&| 
1/6,,x€KHbl,o(C)(x,)220€,70. 所 以 引 理 1.6.1 只 不 过 表 
述 更 精确 一 点 而 已 . X C 也 可 以 设 为 Op(S”;(0)) 之 元 , 这 时 只 需 
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AlE "o, (C) (2, ERRE o, (C) , 而 BU Op( Sz? (0)) 中 . 

由 此 引 理 立即 可 得 

定理 1.6.2 (有 界 性 定理 ) ”车 AEOp(S?,(02)) 为 恰当 的 ,上 且 
存在 正常 数 M 使 对 人 2 之 任 一 紧 集 KCCAQ 有 


Jim (sup lo CA) (zx, D « M, (1.6.3) 
则 必 存 在 一 自 伴 的 恰当 的 RCOpCS “”) 使 对 一 切 uECY CQ) 有 
| Au ll xz Ml ulls + GRu D. (1. 6. 4) 


特别 是 由 此 可 知 若 AC OpCG C020), WA: Limp lO — Li CG2 A 
有 界 的 . 
证 由 (1.6.3) 知 , C—M'—A**A 适合 引 理 1.6.1 的 条 件 ， 
从 市 存在 BE Op( S,(Q)) fI RC Op(S“) 使 得 
A*。.A+B"。B=M:+R, 
这 式 子 表 明 R 是 自 伴 的 , 且 对 xE Cr (Q) 有 
(Au , Au) + (Bu, Bu) = M? || u ||? (Ru ,u). 
于 是 (1.6.4) 得 证 . 

把 这 个 定理 用 于 一 般 的 PsDO 则 有 

定理 1.6.3 iE AC OpCSz, QD) ,. Rl sp —32 s€ R, A: Hi, (0) 
一 Hi.(02) 是 有 界 的 . 若 A 还 是 恰当 的 , 则 A 分 别 连续 地 映 下 (CO) 
与 He DARAY. 

证 ”因为 对 正则 化 算 子 定理 1. 6.3 自然 成 立 , 故 不 妨 设 A 为 恰 
当 的 . 但 是 对 xECe (2), lul. ll As Mo, A 是 以 (1 十 181?) 
为 象征 的 PsDO. 若 A/ 是 相应 于 A, 的 恰当 算 子 , A/“! 是 其 拟 基本 
解 : ADCSADSIVR, 有 

ll Au los = || ALS Ax Ho 
X | Arn AA * Alu llo + A, .AR Ho. 
但 是 A-n AAT € Op( S25 (Q)) , A.L..L AR, € Op(S ?), FB Au 作为 
定理 1.6.2 中 的 x 即 得 定理 之 证 . 

上 述 关 于 PsDO 的 有 界 性 定理 使 得 有 可 能 重新 定义 Sobolev 空 

间 . 


47 


现代 偏 微分 方程 引 论 EEERNNENENENEESEF"WEI  — — —— o 


定理 1.6.4 it SCR, 则 wuE Hi CO) 5 TF 3E 438 0 Hp: EDM 
且 对 一 切 恰当 的 AC OpCS2,C00) , Au€ Li. (2. 9 B. |l gAu llo; 
e€ C? (CQO) 为 一 族 半 范 , 定义 的 拓扑 与 Hi DRA de de — 
证 4€ Hel), WEA 1.6.3 表明 Aue L), 且 对 一 
切 gE Cv (2) 必 存在 YE CX (0) 与 常数 C 使 
leAu lo SCI pul., «€ HiCQ2). 
反之 , 取 4EOp(Sis(O2)) 为 恰当 的 椭圆 PsDO， 其 拟 基 本 解 为 B, 
则 对 uec (DE 
u = B e Au + Ru, R€Op(S ^). 
故 若 Au€ Lw.(Q), 自然 有 uE Hie (0), HHEH 1.6.3 可 知 对 任 
一 e€ C; (0) 必 有 常数 C0 AE prp c€c qfi 
| gu d. S CCO n Au lo + I ge Ru D o). 
定理 证 毕 . 
椭圆 算 子 的 正则 性 (定理 1. 5. 4 BD. Weyl-Schwartz 定理 ) 在 
Sobolev 空间 框架 下 亦 可 进一步 精确 化 , 即 有 
定理 1.6.5 设 AEOp(S",(0)) 是 恰当 的 椭圆 PsSDO， 则 有 
1) Au€ H& GOD, wR u€ Hii" (2, u€9' (0); 
2) AuC C^ (D, de X uc C^ (Q0, EVM; 
3) 对 任意 5,tER 以 及 人 0 之 任 一 紧 子 集 KCCAO, 必 存 在 常数 
C04 
lu llen SCEI Aull t lul» u€C"GD, supp CK. 
(1. 6.5) 
证 4 B2SA 的 拟 基本 解 ,， 则 对 一 切 u€ 9, 
u = B o Au + Ru, RE Op(S ^), 
由 此 立即 可 得 1),2),3). 
特别 值得 注意 的 是 不 等 式 (1. 6. 5). 若 A 是 亚 椭圆 算 子 , HE 
AH), 则 (1. 6.5) 在 将 左 方 改 成 | ull n BRZ. Erm m, 
亚 椭圆 性 就 是 椭圆 性 ; 若 m 二 m, 记 6 二 =m 一 mi 将 有 
Iuh ma S CECI Au ,+ d uH. (1. 6. 6) 
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与 (1. 6.5) 比较 我 们 说 光滑 性 损失 了 38. 这 种 光 户 性 的 损失 在 许多 
问题 中 都 会 遇 到 , 因此 我 们 特别 将 以 下 类 型 的 PsDO 划 为 一 类 ; 若 
u€ 9'(Q), Au€ Hi,(Q) ^ uE HE? (A), 0<8<1, 

则 称 A ME (sub-elliptic) &-F.. (1. 6. 6) 型 的 不 等 式 也 时 常 称 
为 次 椭圆 估计 . 我 们 规定 0 过 6 过 1 是 为 了 使 这 个 性 质 与 A 的 低 阶 项 

TX. 次 椭圆 性 问题 将 是 本 书 的 重要 内 容 . 


1.7  Hórmander 平方 和 定理 


Hórmander [ H61] 研 究 了 一 类 算 子 
A= DI Xx) + Xola) + ela) (1.7.1) 


的 亚 椭 圆 性 . 它 包 括 了 很 多 在 前 面 未 能 包括 的 算 子 ， 如 Kolmo- 
gorov AF. 它 是 一 个 很 重要 的 模型 . 对 它 的 研究 联系 到 数学 的 一 
些 其 他 分 支 如 复 分 析 和 几何 , 联系 到 在 本 书 中 占有 重要 地 位 的 一 
些 问题 ， 因 此 专门 划分 列 为 一 节 来 讨论 ， 

设 OCR 为 一 开 区 域 ，X。,X;,… ,Xa 是 Q 上 的 一 组 实 C” 向 
量 场 , 即 有 


XX) = Pja&(x)9,, jo 0,l,e,m, (1.7.2) 
k=1 


a& (x)€ C^ (MRE (但 c(z) 不 一 定 取 实 值 ). 本 节 讨 论 的 问题 
是 局 部 问题 , 因此 也 不 妨 认为 Xi (z) 是 定义 在 C” 流 形 上 , 因为 局 
部 地 看 来 ，C” 流 形 和 R 是 相同 的 . 
若 X,Y 是 两 个 向 量 场 , 我 们 定义 其 交换 子 为 
[X,Y] = X. Y—Y.e X. 
容易 看 到 ， 交换 子 作为 一 种 乘积 来 看 对 每 个 变 元 分 别 是 线性 的 ,而 
且 是 反对 称 的 : 
[X,Y] = 一 [Y,X]， 
uU. HE Jacobi 关系 式 : 即 对 三 个 向 量 场 X,Y,Z 必 有 
(X,LY.Z]] - LY. LZ. X]] - LZ. [X.Y]] = 0. 
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因此 , 一 切 向 量 场 的 集合 不 但 对 实数 域 是 一 个 向 量 空 间 , 而 且 关 于 
交换 子 构成 一 个 Lie 代数 . 所 谓 由 Xo, Xi, Xn 所 生成 的 子 Lie 
代数 OTA 7), 即 由 有 限 重 交 换 子 积 
[X, EX, vo Xa X; ] 
所 张 的 线性 空间 , 其 元 素 仍然 是 Q 上 的 实 C 7 向 量 场 . 
E X(x)— $5, ar(z)a € €, x, € Q, Wl 


X(zo) = 21a. (29)8,, € TQ (= R"). 
k-1 


将 3 的 元 素 之 系数 均 “ 凝 固 " 于 z 点 , 记 之 为 (xo), 将 得 到 T Q 
的 一 个 子 空间 , 其 维 数 dim (2, ) 是 与 x, 有关 的 . 

关于 算 子 (1.7.1) 有 以 下 的 

定理 1.7. 1 (Hórmander 平方 和 定理 ) 设 对 


A = JX) + Xz) + cGO, 


对 一 切 x, EN, dim Fn. 则 A 是 亚 椭圆 算 子 . 
这 个 定理 证 明 较 长 , 我 们 将 分 几 步 来 给 出 . 先 看 几 个 例子 : 
例 1 Kolmogorov AF, 即 在 R? 上 的 
2 9 _ 9 
aub 7 Im x 
可 以 写成 
A=X +X, X =n, Xo = 22, —9.. 
因为 [Xi ,Xo] 一 9- ,， 故 在 任 一 点 to, Xi , [Xi1, Xo ], xi [Xi, Xo ]— 
X,—9,, Æ T,, R' RP , 而 且 它们 处 处 线性 无 关 , 所 以 dim (xo) 
—3, 而 定理 1. 7. 1 的 条 件 成 立 . 所 以 Kolmogorov 算 子 是 亚 椭圆 
的 , 这 与 已 知 结果 是 符合 的 . 
例 2 Heisenberg 群 上 的 Laplace 算 子 . 所 谓 n 阶 Heisenberg 
群 H" 是 一 个 Lie Rf, 其 基础 流 形 是 CUXR, 局 部 坐标 为 (z,1) — 
(Xx 十 iy,t), 这 里 z€C', 群 运算 是 
(z,t) o (z/,t) = (zz ,tt 二 21Im zx. z). 
$ Xj;=9, +2y;3,, Yj—3, —22,9,, j=1,2,…,n, T—2,, Wl] X;, 
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Y; 是 有 "上 的 左 不 变 向 量 场 , 而 且 
[Y;,X,] = 48T, [X;,,X,] = [Y,,Y]= 0, 
[X;,T] —-[Y;,T] — 0. 
因此 H" 的 Lie 代数 即 由 X;,Y;, T, j—1,2,-- n 和 它们 的 交换 子 
生成 , 而 dim X=dim H"—2n--1. 因此 
L= XX +Y?) 

是 亚 椭 圆 算 子 . 

定理 1. 7. 1 的 证 明 将 分 成 几 个 引 理 来 给 出 . 

引 理 1.7.2 i£ A 3 (1.7. D) 中 的 算 子 , 则 对 02 之 任 一 紧 子 集 
KCCAQ 以 及 任意 8sER， 必 存在 常数 CCOK 20 使 对 一 切 wE 
C; (QQ) 有 


之 Xu li E Xen Lus < CO Au Ni Hull 2D. 
j=1 


| (1.7.3) 
UE 先 对 s 二 0 证 明 上 式 . 因为 X; 是 实 的 , 所 以 其 伴 算 子 为 
X; —— Xj ta; (x), 而 


| Re (Xyu ,u) |=| T (u,aju) |< G; |l u N3. 
因此 
Re (Au ,u) =Re $> (Xu ,u) + Re (Xou,u) + Re (cu,u) 
= 一 | Xu 12D + Re DY Qu a) 
Re (Xou,u) 十 Re luu), 
而 有 | 


D I Xu N KCC (Auu) |+ Nal?) 


<C( || Au l5 + lull?). (1.7.4) 
分 A, HITRE [6]? ^ 88 PsDO, Bt 
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l Xou | ? aa |l A-172 Xou l $7 (Xou,A-ii Xo A-124) 


= (Au, A-172 Xo A-ipu)™ 5 (Xu, A-172 X A-152u) 


— (cu, A- 15; Xo A. i2). 
由 算 子 的 复合 运算 ,T= 二 A-_1s Xo A-172 € Op(Sio (0)), 故 由 PsDO 
在 Sobolev 空间 上 的 连续 性 (定理 1. 6.3) 有 
|l Xou il * a «od (Au , Tou) | 十 ll u |l o) 

<C( || Au l5 + lud o. (1.7.5) 
合并 (1.7.4) 5(1. 7. 5) 就 是 引 理 中 s=0 的 情况 . 对 一 般 的 SER, 
; 关 0, 我 们 需要 以 下 两 个 公式 : 

[A.A.]9 91 RIX, +R, € Op( S14 (0), j=0,1, ,ms 


[X; ,A,]€ Op(Si o (0)), j=0,1,.…,m. 
这 都 可 以 通过 直接 计算 得 到 . 令 vsu, NIE wu€ Co(K), 由 Paley- 
Wiener 定理 易 证 vE Co(K'), 因此 可 以 利用 s=0 时 的 结果 而 有 


»» | X;u | 十 | Xou Ii Pas 
j=1 


< JAX; li HEX; Alo li) 


+ Il A-,Xov | e 十 [Xo „AJo il $a 


< D IXe li + E Xll s Cl viis 


(注意 lvl < ll vio) 
« C(I (Av, Tov) I+ lul 2) 


« C(I(L Au, TAa) I+ J | (RX ju, TAa) | 
j=1 
+ (Riu, TAu) I+ ull? ) 


< C( ll Au ll? +e) IXu l2 CL ud 1). 
j=l 
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B e 充分 小 , 并 将 Ce y» ll Xu | 2 移 到 式 左 即 得 引 理 之 证 . 

引 理 1.7.3 i A EE 1.7.1 FHF, 则 对 0 之 紧 子 集 
KC CO XA B SKK L1, HERK CR, D>0 fo e(D RYH 
u€ CP, GO Sg 

D i Xau ia SC Au lit lul, C1.7.6) 


lel 


iX € a= lasta) € N', Oxta; m, a X KE XR, X, 是 上 重 交 摘 
T: 
X, = [Xa S DX, ,Xo 
证 ”我 们 用 归纳 法 证 明 . 4a 之 长 为 1 时 , HR Oe(1) «1/2, 
由 引 理 1.7. 2 可 得 (1.7.6) 式 . 设 对 长 度 为 上 的 au VA Oe (E) 172 
已 证 明了 (1.7.6), 现在 对 长 为 上 十 1 的 e 求 e(E 十 1)>0 使 (1.7.6) 
成 立 . 于 是 设 a 二 (a ,a ), a 之 长 为 上 ,， 即 
X. = [X;, Xr], j0,1,--,m. 
先 看 j 二 1,2,…,m 的 情况 . 
ll Xu l - —(X,u ,An-:X,u) 
—c(X,Xiu,T* u)—-(X;Xju, T'u) 
x|OC,u, TeX) | + | (Xu, Tu) 
+|(Xu, T7 Xon) | | Xu, T7 u)| 
«CIE Xju lot | Xou Miet Mulli t ula). 
IMER e=e(k +1) Kelk) /2, 则 对 || Xou Izi M Xu iho- BIRZ 
用 归纳 假设 ; 又 因 2e—1<0 MH ll ulas lulo; 对 于 第 一 项 
l Xullo, MAH se 王 172 而 a 之 长 为 1 时 已 证 明了 (1.7.6) 即 
I Xu o < CCI Au ila + Ilu llo). 
合并 这 三 项 即 知 当 六 一 X;, j 二 1,2,…,m 了 时 (1.7.6) 成 立 . 
M X=X。 it, 同 引 理 1. 7. 2 的 证 法 一 样 ,可知 当 0<e(k 十 1) 
Kelk) /4 时 (1.7.6) 成 立 . 总 之 , 取 elk) —4  BUBS BEL. 7. 3 之 证 . 
注 ”利用 交换 子 技巧 作 估计 , 如 同 引 理 1.7. 2 一 样 可 以 证 明 ， 
对 任意 的 SCR, 存在 C(K,1,5)270 使 对 一 切 u€ CP (K), 
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D Xa Ae SCU Aui dul. — (1.7.7) 


lal «i 


紧 子 集 KCCO， 必 存在 一 自然 数 HOO, XLI SCR, 有 CCK,s) 
>00 存在 , 而 对 所 有 xE Co OO, 
luli SCK 2 Xd? laul) C1.7.8) 


laj SAK) 


证 由 于 dim 9(xo)= 二 n, 故 必 存 在 自然 数 r(zo ) 使 
$5 | Xe(zo,6) |> 0，€ 关 0. 


PEZEN 


因为 X.(z,6) 关 于 6 是 一 阶 正 齐 次 函数 , 故 在 xs 的 充分 小 邻 域 
O(zo) 中 有 
1 十 M IXH) GOH el), 


DEZEN 


iX (x, € O(,) XR, C70. EIO) pE K 的 一 个 有 限 覆 
i (i) OG) ,而 以 infr(zy)=r(K) 即 有 


1 十 2) | X.(zx,€) 5 z CO el), 


lal ZK) 
(r,)€ KXR'. 所 以 1 十 D ,wyX: 是 一 个 强 椭圆 算 子 .利用 
Gairding 不 等 式 即 可 得 到 引 理 1. 7. 4. 
综合 (1.7.7) 与 (1.7.8) 即 得 下 面 的 不 等 式 : 
lu Il ae CCI Au lt lud D. «€ Cr GO, 
(1. 7. 9) 
这 里 e=e(K)>0, C—C(K,s). 这 是 一 个 次 椭圆 估计 式 . 利用 这 几 
个 引 理 立即 可 以 证 明 
定理 1.7.5 设 A 是 定理 1.7.1 中 的 算 子 , dim Xlr) =n, 
TEN, $u€9' (DX Au€ Hi, 则 有 
| gu ew s CCK,s) grAu |l? + II qiu l2, 
(1. 7. 10) 
iX € ,PE Cy (K).H. 31 x€ supp e Bf o, G2 71, e(K)>0. 
这 个 定理 留 给 读者 自行 证 明 . 
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Hórmander 平方 和 定理 证 明 的 完成 ” 现 由 (1. 7. 10) uEBH 4 的 
亚 椭 圆 性 . 若 Au€ C”， 则 对 一 切 sC RAS Au € Hi.(0). 和 而 由 
(1.7. 10) 可 得 uE Hi,.(Q), 再 由 嵌入 定理 即 得 w€ C^ (2). 证 毕 . 

定理 1.5.14 指出 , 拟 基本 解 的 存在 是 亚 椭圆 性 的 一 个 充分 条 
件 . 但 这 个 拟 基 本 解 不 一 定 是 Op( S, 7 (2)) 类 的 PsDO, 否则 算 子 
不 仅 是 亚 椭圆 的 , 而 且 是 椭圆 的 . 例如 Kolmogorov 算 子 是 有 拟 基 
本 解 的 , 以 后 我 们 也 将 用 一 般 的 奇异 积分 算 子 来 构造 Hórmander 
算 子 的 拟 基本 解 . 这 里 我 们 则 是 用 一 种 先 验 估计 一 一 次 椭圆 估计 
(1.7.10) 一 一 来 证 明 A 的 亚 椭圆 性 . 这 是 一 种 很 重要 的 方法 . 

Hórmander 平方 和 定理 有 一 些 其 他 的 推广 , 连同 定理 1.7.1 的 
详细 证 明 , 可 以 参看 O. A. Oleinik 和 E. V. Radkevic [O-R]. 
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拟 微分 算 子 理论 自 20 世纪 60 年 代 中 期 出 现 以 来 , 在 解决 线性 
偏 微 分 方程 理论 中 的 许多 深刻 的 问题 上 起 了 重要 的 作用 . 自 80 年 
RI, 这 个 工具 开始 被 应 用 到 非 线 性 偏 微分 方程 的 间 题 上 .从 事 这 
个 工作 的 数学 家 为 数 甚 多 . 一 个 研究 途径 是 研究 有 限 光滑 的 拟 微分 
BT. 这 是 由 于 , 例如 对 一 个 椭圆 型 方程 

F(x,u,:,D'u)izm = f, . 

尽管 下 对 其 变 元 是 C” 的 , 但 当 右 方 了 只 有 有 限 程度 的 光滑 性 时 ， 
很 可 能 解 并 不 属于 C”, 而 例如 属于 Cn. 因此 在 将 此 方程 线性 
化 以 后 , 其 系数 因为 含有 及 其 各 阶 微 商 , 不 一 定 是 C” 的 . 相应 于 
此 的 拟 微分 算 子 之 象征 自然 也 不 一 定 是 C” 的 . 另 一 个 重要 的 途径 
Æ J.-M. Bony 所 创立 的 仿 微分 算 子 理论 . 它 实 际 上 是 调和 分 析 的 
方法 , 即 在 Fourier 变换 域 中 讨论 偏 微分 方程 的 解 . 这 当然 就 是 微 
局 部 分 析 的 基本 思想 . 这 两 种 途径 是 统一 的 . 因此 , 我 们 在 讨论 仿 
微分 算 子 理论 时 自然 要 以 相当 的 力量 来 讨论 有 限 光 滑 的 PsDO 和 
PsDO 的 某 些 坏 类 (主要 是 指 ST 类 ), 这 方面 的 研究 近年 来 有 很 大 
的 进展 . 


2.1 Littlewood-Paley 理论 


Fourier 级 数理 论 的 一 个 基本 结果 是 ; 若 g(x)€cL'([0,2n]), 
则 它 必 可 唯一 地 展开 为 Fourier 级 数 , 即 有 在 L^ 中 收敛 的 级 数 


haad 2x 
g(x) = 5 cer. Cp 一 - g(x)e "dr, (2.1.1) 
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而 且 
laco li= 1a) l'aze 3 leal (2.1.2) 
反之 , 若 有 序列 1c, | 使 级 数 917 | c 1: «oo, 以 它们 为 系 


数 作 级 数 (2. 1. 1)， 此 级 数 必 L KAFET g() € L'([0,2x), 
且 (2.1.1) 成 立 , 即 此 级 数 为 g(x) 之 Fourier 级 数 . 

由 于 这 个 基本 事实 ，Fourier 级 数 成 了 研究 二 ”函数 空间 的 自然 
的 工具 . 但 对 一 般 的 L^ 空间 , 1--p« oo, 情况 又 如 何 ? L^ 与 也 ?的 
区 别 可 以 从 以 下 事实 看 出 来 . 对 2€ Z, 作 一 串 实数 je, del 一 1， 
令 ci 二 ec,， 则 可 定义 算 子 E: 


十 ce= 十 co 
E( ice") M ge". (2.1.3) 
E 97 ce" € 1L:([0,2x]), BlliIc/I— 1c,l, 而 有 
十 ec +o 
| 5D Do!’, 


因而 上 式 右 方 仍 属于 L*([0,2x]), MAE: L'-L* 是 等 距 的 . 但 对 
FL 空间 , M pz2 时 , 一 个 经 典 的 结果 告诉 我 们 , 即 令 
Eae = g(r) EL, Elg(z))= 3j cy e” 


nz-—oo 四 一 一 co 


一 般 说 来 并 不 属于 L*. 即 令 它 属于 L^, EE 不 但 不 一 定 是 等 距 的 , 其 
至 不 一 定 是 有 界 的 . 这 说 明 Fourier 系数 之 模 { | cn | LR UA Z E ERI 


数 的 L? 范 数 . 

Littlewood 和 Paley 提出 了 一 个 想法 ,即将 Fourier 级 数 (2. 1. 1) 
分 段 , 写成 

g(Z) 一 Ao 十 A 十 … 十 At 十 …， M 0M ce", (2.1.4) 


& «Inl c4, 
而 A, 段 中 之 项 的 频率 与 2 同 阶 , 例如 


Ao 一 co， A = > Ce”. 
c lu ecco 


“如果 级 数 (2. 1. DÆ 二 ([0,2r]) 中 收敛 于 g(x) € L', 我 们 记 A. 为 
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AG), 并 定义 算 子 
(L-P)g(z) = (X) | Alea) 1) (2.1.5) 


Littlewood 和 Paley 证 明了 : 若 g(x)€ L' HfB(L-P)g(x)€ L^, Ru 
VA g(x)€L^, 而且 存在 常数 A, >0, B,>0 使 得 
A, gz 第 (PsCz)1o SB, igli. 

这 样 , L^ 空间 也 可 以 用 Fourier 级 数 来 刻画 ， 而 且 若 对 (2. 1. 4) 作 
用 以 算 子 E, WI(L-P)(Eg) (x) 7 CL-P)g(z). 

(2. 1. 4) 称 为 Littlewood-Paley 分 解 ( 以 下 简 记 为 L-P 分 解 )， 
它 是 一 个 重要 的 工具 . 例如 J. Marcinkiewicz 利用 它 证 明了 著名 的 
乘 子 定理 . 所 谓 乘 子 定义 如 下 : 设 有 一 个 线性 算 子 Tn 使 

T, (e ) = m(£)e*. 
zi g(x)€ L'f)L^, WIS] Fl Fourier 变换 定义 算 子 T。， 
(Tg) (E) = m(é)g(é). 

若 这 样 定义 的 Ta: L'()L'—L^ 是 有 界 的 ， 则 说 m(&) 是 一 个 1? R 
T. 这 样 的 T, 可 以 拓展 为 L? 一 L?* 的 有 界 算 子 . mOD) E L^ 的 充分 
条 件 是 什么 ? Marcinkiewicz 利用 L-P 分 解 给 出 一 个 充分 条 件 , BD 
m(£) € St. 这 个 提 法 不 太 准 确 , 但 可 以 认为 L-P 分 解 实际 上 已 导 
致 了 PsDO 理论 . 在 这 里 需要 指出 , 由 于 Y. Meyer 和 R. Coifman 
等 人 的 工作 , L-P 分 解 在 建立 仿 微 分 算 子 理论 中 起 了 重要 作用 . 本 
节 中 我 们 要 用 L-P 分 解 来 刻画 一 些 常用 的 函数 空间 . 

L-P 分 解 有 多 种 变 体 , 但 下 面 我 们 将 使 用 一 种 特定 的 L-P 分 
NE. 称 为 二 进 分 解 . 

在 Re 一 |(5 ,…,6,)| 中 , $ B(0,1) 表 示 以 0 为 心 的 单位 球 ， 

CGS JEER"; K"2Zixi|e|xzK27], j=0,1,..…, (2.1.6) 

K>1 为 正常 数 . C; 称 为 二 进 环 ，B(0,1) 时 常 记 作 Ca. (IC be aoa 
是 R 的 一 个 覆盖 , 而且 是 局 部 有 限 的 : 

引 理 2.1.1 存在 一 个 仅 依 赖 于 天 的 正 整数 Ni， 使 {1C sas 
中 每 一 个 环 C， 至 多 与 Ni 个 其 他 的 环 C, 18i. 

证 ”固定 p, 并 设 C,(1C, 70, 先 设 pz —1, 若 axpifiec 
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C, NC, MAA 
K'2^«|£&|«x K2™., 
故 2^ «2K', p—q«l-2log K. 取 1+2log: K 之 整数 部 分 , 并 令 
N = [1 +2logK] +1, 
MEAERES? 的 正 整 数 g 最 多 N 个 ,同样 适合 >p 而 &€ 
C, 1C, 的 g 最 多 也 只 有 N D, 总 之 , 若 p 关 一 1， 则 与 C, 相交 的 
C, 最 多 2N' 个 , 再 看 p——1, 5 C. 相交 的 C, 必 有 交点 适合 
K^ 2«x|e|xK, BK? mi qxz2log; K «N'. $ N, —2N' lis [38 
得 证 . 
相应 于 这 样 一 个 局 部 有 限 覆 盖 , 可 以 作出 一 个 CU 单位 分 解 如 
F: 
定理 2.1.2 存在 Cr (ROS X 9(D 5 办 6) 使 适合 0 魏 p(6)， 
dO X, 而 且 
1) supp C B(0,1)，supppC Gs; 


2) 1—40-- 9270, EER; (2.1.7) 
a 

3) PO 十 Sg (278) = y (76. (2.1.8) 
j-0 


证 FEER), 使 当 |&|K™ y=, supp 9 C 
B(0,1), 且 ox;9(e) &l. 3X ER) o 当然 是 容易 作出 的 , 例如 要 求 它 
仅 依 赖 于 1&| 即 可 . 于 是 Q(2 706) 2 UP |e KKO Biel 
天 2 和 :时 为 BERS 

gE) 十 2, (q(279*? E) — 9(2?8)). 
则 o(2-9*? e) —9(276) Z X S&TE C; 内 : DD ILIA KZ SKY, 
RI276|21279*? e| 21, 9(2 9*?)—9(276) 70, IE EK 2 
«KY, Wpp279*9e| 276] K^! «1. 而 
4(2 979g) = g(2?€) = 1. 
4 e(£) - (271 €) - (OBI 1) 2) Z iil. 
为 了 证 明 3), 1E (2. 1. 7) th FH 2e f e, BD 
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1= q(278) + $ 9(2°é) 


= (27) + Dee) 
= 270 Dg So% 
ROLL DAE ESCEOS RI 1, 即 得 3) 之 证 明 . (更 简单 的 方法 是 利 
Hio, (E) =p DE (2-78). ) 
注 1 上 述 的 覆盖 依赖 于 K 的 选择 , 单位 分 解 的 构造 又 有 赖 于 
o 与 少 的 选择 , 所 以 L-P 分 解 不 是 唯一 的 . 但 后 面 将 看 到 , 这 并 不 
影响 以 后 的 结果 . 
注 2 可 以 仿照 上 面 的 方法 作出 连续 的 单位 分 解 ， 仍 取 oC d 
， 然 后 由 下 式 来 定义 e(0: 


E、_ 1 ,£ 
"IE ) AA ) ， (2.1.9) 


t 


亦 即 

el) =— (£, grad p(£)). 
1E(2. 1. 9) rp $ r— 1 即 知 supp eC i£; K' [el «1I CO. 将 
(2. 1.9) 式 对 t 自 1 到 十 co 积分 , 即 有 


1 = (£) +F LolÊ dr. i (2.1.10) 


这 就 是 相应 于 (2. 1.7) 的 连续 的 单位 分 解 . 在 (2. 1. 10) FH EA (> 
ORE 6, 有 


一 凡生) 十 | He Dadan = 由 二) 十 | eiar 
与 (2.1. 10) 相 减 , 即 得 (2. 1. 8) 的 对 应 公式 
Ka+ HoE 一 gE). (2.1.11) 


应 用 这 个 单位 分 解 ， 即 可 得 缓 增 分 布 的 L-P 分 解 . 
定义 2.1.3 设 uEY'(R"), 则 可 得 到 的 L-P 分解 (或 称 二 进 
分 解 、 环形 分 解 ) 2 
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u= uy), (2.1.12) 


XcPuaQ)—9(00(D, u, (0g, CDuGQD (0 ?E)uCD. 级 数 
(2.1. 122 & F (R') € TK 4. 

要 注意 , A uE (R")，x(6) 也 有 意义 且 仍 在 FR) p, Bir 
ap (ENAKE us(Xx), p 二 一 1,0,1,…, 也 都 在 Y'(R") 中 .由 于 单位 分 
解 (2. 1.7) 对 应 于 局 部 有 限 的 覆盖 , 容易 证 明 (2. 1. 12) 确 在 F(R) 
中 收敛 , 因此 我 们 将 这 个 结论 归 人 定义 之 中 而 以 后 即 不 再 证 明 收 敛 
性 . 

由 于 wm (G)—e2 ^9 9G)USS X XSR, u (E), p —1,0,1,-- 
JRZR, 从 而 u, Cx), 由 Paley-Wiener-Schwartz 5E ER, 是 有 一 定 的 增 
长 性 的 整 函数 在 R" 上 的 限制 , 从 而 是 C^ B9, 而 且 在 ce 附近 有 一 定 
的 增长 性 . 可 见 ，L-P 分 解 的 实质 是 利用 u(&) 的 谱 的 增长 性 质 来 讨 
论 u(x) 的 正则 性 , 即将 w(x) 的 奇异 性 归结 为 其 频谱 u(&) 的 研究 ， 
即 归 结 为 高 频 成 分 (us(§), b 充分 大 ). 因此 , 若 在 级 数 (2. 1. 12) 中 
将 相应 于 高 频 的 成 分 略 去 , 即 可 将 x(x) 的 奇异 性 成 分 略 去 . 

还 要 提 到 , 因为 y(€) 和 o, (8) 均 属于 Si1,。(R") (实际 上 属于 
S "(R')), 所 以 


ua (2) =HD)u(z) = Qu) [etg COuCOde, 


u Gr) =p, (D)u(x) = Gn) fep, COu CO de, 


其 中 p—0,1,-—. 即 是 说 L-P 分 解 可 以 利用 PsDO 来 实现 . 

L-P 分 解 提供 了 研究 各 种 函数 空间 的 一 个 统一 的 框架 . 下 面 我 
们 将 详细 讨论 最 常用 的 两 种 空间 , B Sobolev 空间 和 Holder 空间 . 
先 讨 论 Sobolev 空间 ， 我 们 用 || © ||. 表示 Sobolev 空间 H^ 的 模 ， 
ale, oe osl e das. 

3738 2.1.4. 4- 50, 则 以 下 诸 命 题 等 价 : 

1 u€EH'(R"). 


2) u= 2j au E LF, u, (32€ C7, Bt- y p, 
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suppu, CC, JF 3h 4 3E X, 
lus lo Sce, teol EF. (2.1.13) 
3) u=), us ÆEFELTKA, un € C7; 且 对 一 切记 ， 
supp 4,C-BC(O,K,2^) , 并 满足 估计 式 ` 
lu,lostcez^. (co E 2 (2. 1. 14) 
D u= 5j, ,u, & V XX TAA, us(z)EC”; Bst—4 
a€N', 满足 估计 式 
| Du, lo S cpa? rt, {epa} € P. (2. 1. 15) 
WE 1)62). 这 一 部 分 的 证 明 对 一 切实 数 * (不仅 是 2 0) 35] EX 
X. 实际 上 , Æ uE HRCI (R"), ER L-P 分 解 , 自然 有 u, (x) 
EC, Bus J uy 在 9 意义 下 收敛 . 由 引 理 2.1.1, 24 | p—qlz 
N, H CGNAG=Ø. id 


oc 
Su 一 > ) Ugrin, , 
mn 


则 上 式 中 任 二 项 之 Fourier 变换 之 支 集 不 相交 , 因而 (Syu) 有 意义 ， 
而 且 


l sa I? =fa +i El? | (Suy l?dẸ 


JOH erm liero, Ide 


Me: IM: 


| gran, MTS (2.1.16) 


~ 
D] 


0 


| Say i= | (E prn O|? KIE I 


(可 能 917 prn, BEP 9-11 prn ,但 上 式 结果 不 变 ), 所 以 
ISu li uli. (2.1.17) 
Zi s>0, Bl] 


lu, E [OH el? 12,00 Pa 
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= [ael | ECE) 1d 


> (1+ K2) | 19(276)2(6) lède 


> Ki2 || u, N. 

zi s<0, 则 由 于 在 C, EIEKSKK2? +, 代入 上 式 又 有 

lu, l2 Z6 4 K?2200)* Lu, llo 

P CPP ES 
用 同样 的 方法 也 可 证 明 对 一 切 ;SE R, 存在 正 数 K:>0 使 
lus l? < 天 3222 lu, HH c. 
总 之 , 对 一 切实 数 s 有 
KÌ |l up lo <2),l? « K? llup llo. (2.1.18) 
将 (2. 1. 18) A (2. 1. 16) , 利用 (2. 1.17)， 
DIKON uua Hos d SM s lull’, 


k=0 


再 对 g 求 和 , 即 得 

E Ni-! 

DK?” | uy llo x IM Sul? Ni ul. 
9 一 0 


p 


S c,772" | u, lo, WERZA Ic I € P, Tu ll us lo =c,27”, 这 就 
是 2). 所 以 1) 2). 
BhE2)2 1). 对 任 一 适合 2) 中 诸 条 件 的 分 解 , 仿 上 面 证 明 
(2.1.18) 的 方法 , 并 令 c, —2^ lu, lo, 有 
lud < Ke, dol Er. 


所 以 
NQ-1 N= 1 oo oo 
D Su llis OM lb uses, 13) = bu lt 
470 q=0 k=0 p--l 


« K, Yd <+ eo, 


p--—1l 
au Mu Su € H'(R"). 
2) 过 3) 是 显然 的 . A C,CB(0,2K2?). & K,—2K 即 得 . 
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3)=4). AIPS u= 2), uw, EC Bu, 有 紧 支 
集 , 故 对 一 切 a€ N" 有 | 

l| Deu, llo I (Duy lo = le, CD Ho 
< Kr 22 | a, |o = Kr 2^9 || u, HG 
« K! cp2 Prtplal = c,,2 ^ D . 

这 里 c Kio. MOST p ME lcal ER. 

以 上 都 对 于 一 切实 数 s€ R" 成 立 . 但 下 面 的 结论 只 对 sc 0 成 
M... 

3)=2)=1). H 3). lu, loc? "c, HERE :>0) 除 了 p= 
一 1 以 外 均 成 立 , fBilcl€". 所 以 二 Su, TLRF, 从 
而 «cer. 

进一步 , 记 A —9(2'D), k—0,1,--, 注意 到 当 |12 一 [二 
时 C,OC, —(O, A Au) —9(27*6)g(27^£)u(£) 0, 所 以 

v = Au = Q(2*D) Su = e(2Z*D) 5 up. 
p=- I7 HEN, 

再 令 v1 二 J(D)u, WE 44S u— 2), v. 我 们 来 证 明 这 个 分 解 
式 即 是 2) 中 所 要 求 的 分 解 . 

首先 supp v, C supp pg(2 ^£) C C,, supp v. C Coi EERI, 
余下 的 只 需 证 明 一 个 估计 式 : 利用 Schwartz 不 等 式 ， 


EN, > ktN, 
2 2 
ln Mim | E ol f| E ts GO [d 
P—EK-N, p-k-N, 


«| 2) 2 入 | Aus (x) |*dx )- ( M 2^") 


PA, ÁN, 
< C27?" EL | Asus Mo. (2.1.19) 
这 里 我 们 本 质地 应 用 了 0， 才 可 得 到 
S 23» «Ce. 


P=k—N] 
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和 证 明 1) 之 2) 时 一 样 , 可 以 证 明 必 存在 一 个 与 所 无 关 的 常数 C， 使 
5 | Arup l5 « CI u, l5. 


因此 ， 若 记 C 一 M. 2 Arup il 2 ， 则 


p= 


XázcYrhdbadi«e, 
k=0 


p 


Bial EP. 代入 (2.1.19) 即 有 
| Uk ll o < C2^7"c,, {Cer} € P, 
这 正 是 2) 中 所 要 求 的 估计 . 总 之 分 解 式 wx= 》)，_,v 适合 2), 而 
3) 之 2) 成 立 . 2)=>1) 对 一 切 s 均 已 证 明 是 成 立 的 , 故 当 50 时 有 
3) 之 2) 之 1). 
最 后 证 明 4)1). 令 a—0, 3 加 > 一 1 时 
lus llo S652" < cuo 
(因为 5290 故此 式 除 p —1 以 外 均 成 立 ). 因此 w= ju, EL, 
而 且 此 级 数 是 在 L 意义 下 收敛 的 . 令 p (E) = (2*6), Wl supp 内 
CB(0,Ci24)， 且 当 |1 引 委 C2 时 内 二 1 因此 
supp j,(1— 4) C i£€ R'; C2 «t| e| C,2^* J. 
id 
u lE) = d. (E), (E) + (1— pi (E) Jur CE) = i (£) + u (£). 
这 里 我 们 记 u XA gp, (£)u, (£) 79. Fourier 变换 的 广义 函数 . 因为 
页 (6 有 紧 支 集 , MUR uu (2)€ C^. 同样 , 记 以 (1 一 yg (8), (6) 为 
Fourier 变换 的 广义 函数 为 发， 则 有 目前 我 们 仅 知 uE '(R"). FE 
进一步 讨论 ww 的 性 质 . 由 4) 之 假设 已 知 uw EL’, 故 可 写 出 
lu Mi= Vado NAGE DAG 


= [1t Face 2]u Q — 9) Vis CO ldg 
«T | al (6) |^de 
[iuo lae | FIGEL (2.1.20) 
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这 里 我 们 利用 了 y(1 一 y ) 之 0, 并 注意 到 ui (6) ui (&) 均 在 1L? 中 . 
由 4) 中 的 不 等 式 ( 令 a 二 0) 有 
la llot us Ho mE iu llo s ho, fool € £. 
(2.1.21) 
同样 , Æ (2. 1. 20) 中 将 每 个 积分 的 被 积 函数 都 增加 一 个 因子 
(1 十 16 7， 则 由 4) 之 假设 ,车 令 |cl 一 %>>s>>0,， XE |lu l< 
Cey 2 0) ; les PEP. 而 且 
lus MS 十 Mu < uu i c2. (2.1.21), 
这 里 当然 也 意味 着 ui ,wt C H*. 

下 面 的 工作 是 讨论 v = 2 u, 好 一 >) 过, 并 证 明 它们 分 别 是 
适合 DE 3) 中 某 一 条 之 条 件 , 从 而 有 w EH, PEH, mj)1) 
得 证 . 

AVE w — J u. 它 在 9 意义 下 收敛 是 自然 的 . 因为 X= Din 
由 假设 在 Y 意义 下 收 和 敛 ,各 项 乘 以 o, CO SU TE Y' 意 义 下 收敛 是 自 
明 的 .我们 已 经 知道 的 事实 是 u ECUR 

supp u; (£) C supp 4, C£) C B(0,C,2*? ), 
B. lus M osEcko2 7^, 0c] € P. 所 以 3) 中 要 求全 成 立 . 由 于 当 s 
0 时 3) 之 1),， 所 以 
ul = X ui € H. 

余下 的 是 w = Ou. NU uS Dyu = Du t D, Mi 
Du 5 2) 丰 均 在 9 意义 下 收敛 , 故 D 自然 也 在 9 意义 下 收 
Sk. 记 其 和 为 wz: € 9'. 但 关于 supp i 的 条 件 不 能 直接 满足 : 

supp ut (£) C suppl1 — 4,(£)) C [EE R'; G2^ «t ell, 

即 在 某 球 的 外 域 Bi 中 . 所 以 我 们 对 e 要 作 另 外 一 个 分 解 使 之 适合 
2) 中 的 条 件 . 为 此 , 我 们 再 使 用 证 明 3) 全 2) 之 1) 时 用 过 的 算 子 
A, 7 e(27*D). 即 是 一 个 二 进 分 解 1==y(&) 十 917 Le (270). 而 有 


w 一 办 D) + SoD) = iv, (2.1.22) 
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这 里 v_, 在 计算 上 与 其 他 v, 的 计算 略 有 不 同 , 但 不 影响 结果 ,所 以 
我 们 略 去 不 提 . (2. 1. 22) 自 然 在 9' 意 义 下 收 钱 . 
supp v, C supp «(2 ^£) C C,. REN v, ARZE, v, € C^, 
余下 的 只 需 证 明 v, 适合 一 个 不 等 式 : db volo x 62, lel € P. 
为 此 , 注意 到 supp g(27^£) C Cs, 从 而 只 能 与 有 限 多 个 Bi ( 球 
的 外 域 ) 相 交 , ME C, B; — 0, 当 有 


Apur = yp(2*D)ut = (2x) [e (27761 (ed 一 0， 
所 以 必 存 在 一 个 自然 数 N。 使 


lv, lo = | Ap? lo 
2 4|? 
=| 3 s .- [I D Gyaiy | dé 
k& pF Ng k& p No 
<( È zwev)([ DD zo | Gub ds) 
kX p No kx p No 
但 是 
PELGET -1— 2 UNDA « CIAN HDS), 
k& pt NS ]—-z59 07 


| Last rae-[ ab elo aH els Lai (E) de 


«C27» | Apu? 1 2 


代入 上 式 即 有 
lw, ls < C2?" S 2*9 l| Aui lli = Ces. 
kx EN, 
iH, 


2j = 2,2 D EAS MES 
r k P 
«reo pq < 272979 pu N, 
k k 
< 5 22kG-«) es 2724-8) 
n 


-YMa co. 
k 
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这 里 我 们 利用 了 (2. 1.21), R. 

于 是 分 解 式 (2. 1.22) i& & 2) 中 的 一 切 条 件 , 而 由 2) 1) AT 
u€H. 

定理 证 毕 . 

注 ”此 定理 的 2) 中 的 分 解 原 不 一 定 是 L-P 分 解 , 而 泛 指 一 切 
适合 其 中 各 条 件 的 分 解 . 所 以 证 明 1) 之 2) 时 可 以 证 明 x 之 L-P 分 解 
适合 2) 中 诸 和 条件， 而 证 明 2) 之 1) 时 则 需 从 任 一 适合 这 些 条 件 的 分 
解 开 始 . 实际 上 , 对 L-P 分 解 可 以 取 2) 中 的 e, 使 之 适合 

(y «CI ul. 
实际 上 , 对 于 p20, 


z^ | up lio ^ [1er I Laco lède 
= [Cn ae) 00e Qt I* Q-- Le? y lao Ide 


< c [eate ety Laco dé 
- 4. 
这 是 因为 上 述 积分 实际 上 是 在 环 C, 上 进行 , MUER E 1 二 d elt 
27, X Big RRDA, cL (2776 «Co (2776). BERADA 
d. 同样 当 p 一 一 1 时 也 有 
2" [ua Ec C [ot H 61 | ae) de= es, 
zi 
Dax eflO Soe) H e!» 1 aC) l*de 
=C Jul. 
L-P 分 解 不 但 刻画 了 Sobolev 空间 , 而 且 为 研究 其 性 质 ,例如 
RAEE, 提供 了 新 的 方法 . 详 见 下 一 段 关于 Holder 空间 的 讨论 ， 
Hölder 空间 C"(R") 是 非 线性 偏 微分 方程 理论 中 常用 的 空间 . 
简 言 之 , 这 就 是 满足 a 阶 (如 果 0<a<1) Holder 条件 的 函数 所 成 的 


空间 : 
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|u(x)—u(y)lClx—yl', 

而 适合 上 式 的 “最 小 ”的 C 就 是 sup( u(x) 一 u(y) |/Ax— yl). 我 们 
对 C* 空间 赋 以 范 数 
lulz) >u) l (2.1.23) 

| zx 一 > 站 

E C* 按 以 上 的 范 数 成 为 Banach 空间 . 对 于 一 般 的 aE R+\N, $ 

[o] 一 上 ， 则 cx 一 上 十 8B，0<6<1 ,我们 给 出 

定义 2.1.5 若 aE€ER+\N, a—[aoa]--B—k-- 8, 09-1, 我 们 定 


lul, sup | u(x) | 十 sup 


x 
C'(OR') —(u€ C (OUO; D'u€ CQ, lik). | (2.1.24) 
Eo LE CUP EIE 


sup | D'uCz) — D'uCy) | 
| ul, = Š sup | Du | 十 > ze 


labe lal = k 


|x—yl^. | 
(2. 1. 25) 
易 证 C" 成 一 Banach 空间 . 

但 要 注意 若 a€E N, M C* 并 非 通 常 的 a 阶 连 续 可 微 函 数 空间 ， 
而 需要 定义 一 种 所 谓 Zygmund 空间 C ,其 定义 见 后 文 . 

文献 中 记号 常 有 混淆 . 不 少 文献 中 Zygmund 空间 也 记 作 C, 
而 连续 可 微 函 数 空间 记 作 C* ^, 在 本 书 中 则 随时 加 以 说 明 . 下 面 我 
们 用 L-P 分 解 刻画 C^ 空间 , 为 此 , 首先 证 明 一 个 不 等 式 . 

引 理 2. 1. 6 (Bernstein 不 等 式 ) 车 wEL”(R") 且 supp a C 
B(,R), 8) 4€ C7 (RO, 9 Est —ba€ N', LAERA CO 
0 使 

|| Dra || œ = sup[D'a G) | &CO a) R"! lal. (2.1.26) 


证 B e( € C7 (R'), 使 得 supp e C B(0,2) it B4 lel «i 

时 e(£)1. id e(£) S ga (£) — g( £/R) Z3 Fourier 251829 (x) 与 

d. (x), 即 p= 外, g= r. 于 是 de (x) - R'(Rz). Bio a(£) € / 
Ha(£)— ey (Oa(5), 所 以 | 

alx) = (Ör * a)(x) € C" (R^), (2. 1. 27) 
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而 且 Dea (x) 2 (D? * a) x). 但 Ds (z) -R"*" (De) (Rz), 
此 
| D'r lio = R" I De |l o. 

由 (2. 1. 27) BD 

|| D'a Cx) lie s M Doa lo lal SC. aR" palis. 

注 ”可 以 证 明 最 佳 的 C(n,a) 王 1, 故 一 般 仅 有 C(n,2)21. 

对 于 C* 空间 可 以 证 明 与 定理 2. 1. 4 相应 的 定理 : 

定理 2.1.7 设 uEXY'(R"), 则 以 下 条 件 等 价 : 

D u€C'; 

2) u= 91. u, 在 六 中 收效 ,mw € C7 B. supp ù C Cp» 
lu, fi C27; 

3) u= D, wu Æ V EAE u € C7 B. suppu, C B(,KG2^), 
lu, lu XC2 ^; 

4) u— 5, ,ap & V EA uy ECH Bx AEN, lal 
Kiti, A | Du,l;xc2 m. 

证 1)2). 取 x= 》) ,ws 为 的 L-P 分 解 , 则 当然 有 


p=- 

u€ F'(R’”), uD,—9(2^D)u€ C^, u.,—9(D)u€C"^, 
Hau= 5), Qu, Æ I'R hisk, supp u, C C,. $ à e, 则 对 
p (&) - 9(27*£) , Ks Fourier 变换 e, 应 适合 

@,(z) = 2" (2^2). 
现在 来 估计 Hu, um. AER M ua Mum. AA 
ua(£) = e4(8u(8, ua =a žu, 

RE -Spa p- FEC, 所 以 


a(x) = (2n) "| e*9(£)d£ € L'(R"). 


于 是 , uc =D * u A Hausdorff- Young 不 等 式 即 有 
lua du SCI u lle. 
估计 lu, lio. p> 1t, 需要 注意 Holder 空间 与 Zygmund 空间 
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之 区 别 . 对 于 Halder 空间 , & 
a = [a] +86 = k+8, 0<8<1, 
于 是 在 


wo(z) 一 |@ (yx(z 一 ?)dy 一 2 [Oy ule — y)dy 


= [oula — 27t»)d» (2. 1. 28) 
中 对 u(x—2 ^y) RZFH Taylor 公式 ， 
u(r—27y)—», Faule) 2y) 


lal <k 


tO ara y), 
EE, OZADI 0, REEF | 
[roody = no? [e eon leody 
=(— Dl) leo = 0, 
有 . 


wa) = (aur — 6y /27)(— » /2^ dy 


=5 FSO Bule — 6/2) — Bulz) (= » f? d». 


| 对 一 和“ 
所 以 
wi xCRUUS sup | Pu |K C2” | ula. (2.1.29) 
2)=3) E BH. 
3)=4). 可 以 应 用 Bernstein FER (5138 2. 1. 6) 证 出 . 实际 
上 , 由 3), = NES u, E€ C^ C C", ifi B supp u, C 
B(0,K,2^), WA 
| D'u, ll; S C2 lu, li CZ mm. 
4)-1). 因为 w= Pu, BH. | Du, ll; € G2 "**! , a= 
Lg, 0-B«1, 所 以 这 个 级 数 容许 逐 项 微分 到 /上 阶 , fn u 29 1 BTE 
续 可 微 . 不 妨 设 1z 一 了 | 用 1, 于 是 由 C" 之 定义 , 当 | 让 一: 一 [ao 时 
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| Ful) —2'u,(y) KCl r y| 20, 
今 取 po 使 之 适合 2^ «1/1x— y| 2t, Ria 
9'u(x) — Fuly) 
= X Gu) —9u,()) + 9 Gu, lr) — 2u,(y)) 


PX Po p>po 
二 了 十 1 了， 
其 中 


hxM|x—y|j2""? 

PZP 
< MIz 一 >12. 2n040 «2M | x— y |?, 
2x M | Iu, (zx) | 十 5 | Pu, (y) | 


p> po p>po 


w 


« 2M $127 < AM2 ^? 


«8M | x—yif*. 
总 之 , a—ict,O-cpgciHB,HBa-i—[a], Bu 适合 指 
数 为 8 的 Holder 条 件 , 即 uc C^. 至 此 定理 证 毕 . 
注 1 在 1) 之 2) 的 证 明 中 , 我 们 还 看 到 若 w€C', a 不 是 整数 ， 
则 有 
lu, lie S C2” | ud. 
实际 上 , «€ C^, RITE C^ 一 个 与 (2. 1. 25 ) 等 价 的 范 数 
| u |, = supl2” lup llas. (2.1.30) 
对 下 面 讲 的 Zygmund 空间 C、， 上 式 也 是 对 的 . 
注 2 Giu€L^, WAL CIR), WE LP 分解 : u= 
M ,ww, 用 证 明 1) 一 2) 的 方法 ,同样 可 以 证 明 
lu, die SC hulli. (2.1. 31) 
注 3 在 有 的 文献 中 Holder 空间 也 称 为 Lip schitz Zx]H]. 这 就 
加 深 了 一 个 印象 , 即 以 为 a==1 时 的 Holder 空间 即 适合 Lipschitz 条 件 
| u(xd y)—u(x)lxCl»yl 
的 函数 之 空间 . 实际 上 并 不 如 此 . Zygmund 指出 , 当 a — 1 时 ， 
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Hólder 空间 的 自然 的 推广 应 是 适合 条 件 
| u(xd- y) -2u(x) Fu(x— y) | Cl»l 
的 函数 空间 CL. 因为 有 反例 证 明 ， 确 有 函数 适合 上 式 而 不 适合 
Lipschitz 条 件 . 例如 x(z) 一 T 2a tein (C CL ， 但 不 适合 具有 任 
意 常数 M 的 Lipschitz 条 件 . 所 以 
{ 共 一 阶 连续 微 商 的 函数 空间 |} 
C1 适合 Lipschitz 条 件 的 函数 空间 | C C... 

对 于 C,, 相应 于 定理 2.1.7 有 

定理 2.1.8 «LT u€ (RO, 下 列 条 件 均 互相 等 价 : 

1) u€Ci; 

2) u= 2 au dk Vp. u, EC” suppu, C C, 

l up Ile S C27; 
3) u=), u Æ S PA, u, € C7 B. suppu, C B(0,K12?)， 
llus Ie S C27”; 
4) u= D u A P kA, us ECHR 
| D'u, li» 过 C277, LA IL IL 

证 BE 1)2)f0 DSD h, 均 与 定理 2. 1. 7 之 证 明 相 同 . 所 
以 我 们 只 来 证 明 1) 2) 5 4) 1). 

1)-2). (ME L-P 4388 u= D,  u,, MWEE S (Rpke, 
Wp EEC” 以 及 suppu, C C, 都 是 显然 的 . 为 证 最 后 的 估计 , 我 们 取 
L-P 分 解 中 的 函数 g(&) 与 y(&) 均 为 |&| 之 函数 .从 而 它们 都 是 & 的 
偶 函 数 . 于 是 在 (2. 1. 18) 中 变 > 为 一 >， 有 


uc) |, yule + Z)dy 


= fo, (ulz + 28». 
又 因 DOZENA 0, 有 


0 一 u(x) |B, (y)dy = ITO 
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所 以 
juta) |=} [fe oo (s 22 ula) G — Z) Jav 
«lrnsw| |Z|" (a 2 = ula) (6 - 22) 


[iet eso E 
—C2^*. 
这 就 是 2). 
4)21). 由 于 u= yu, , ii 
uy x y) —-2u, x) t us (x— y) 
=- 人 af d ( 十 )d 
= o S a dc "^ Na TJAT, 


但 由 假设 4), 由 上 式 ， 
Lux +y)— 2u, (x) t u(x—y)l 


tyl E 
| a dr 
L" Jo -s 


一 | y eA | Du, | 


laļ=2 


« C2^| y [*. 
现在 考虑 级 数 > ,zu 我 们 不 妨 设 0 过 |y| 过 1, 而 对 于 28 xL yl" 
<2m+! 将 上 之 级 数 分 为 两 项 


d? 
« [fne eo 
dr 


5 up 十 »» Up. 
PEN P> Ng 
对 第 一 项 有 
53 bu Gi y) 7 2u, (2) t u Gr — y) | 
PEN, 


«C Iy»l*-2^7«M, | yI*2^ 
BEN, 


< M; | y | . 
这 里 Mi 与 No 无 关 . 对 于 第 二 项 则 有 


74 


一 52€ 068294791 
23 Lux y) 7 2u x) - ux — y) | 
PAN, 


« AM lu, lio x 4C 2? 
p>No 


x; M2 ™ « 2M, | y |. 
这 里 我 们 利用 了 4) 中 关于 | Du, | Zhi, 并 取 其 中 的 一 0. 
合并 这 两 项 , 即 有 
| ulz +y) — 2u(z) 4 u(x — y) | 
<J) | uyGct y) 7 2u, (x) ux — y) | 


PEN, 


t » | u(x + y)—2u,(x) u,(x— y)1 


<(M, +2M:) | yl 
=C|y|, 
| 但 这 就 是 1). 

至 此 , 我 们 已 对 C (aF C. ) 证 明了 L-P 分 解 的 特性 . 但 如 果 
a<0 或 为 1 以 外 的 自然 数 又 如 何 ?” Zygmund 只 定义 了 C. 而 没有 
定义 C. (R> 为 自然 数 ). 由 于 上 面 的 两 个 定理 证 明了 C" 与 条 件 
2) 等 价 (c>0 且 不 为 1 以 外 的 自然 数 ). 我 们 即 可 用 这 种 等 价 性 作为 
定义 一 般 的 C (a 为 实数 ) 的 基础 . 这 样 我 们 给 出 

定义 2.1.9 若 zxE9' CR")， 而 且 有 一 种 分 解 zx 一 >》)” ,ws 在 
S' (R") Pki, 而且 supp u, C: C,, |l u, | 1 SC2”, a 是 任意 实 
数 ， 则 称 xE C". 

这 个 定义 可 适用 于 a 为 负数 或 整数 的 情况 . 它 是 定义 2. 1.5 的 
自然 的 推广 ,因为 它 保留 了 一 个 C4 光滑 函数 在 微分 7 次 后 仍 在 
C 和 所 中 这 个 基本 的 性 质 . 确切 地 说 我 们 有 

定理 2.1.10 ik PCD) X Op(S7,) X $5 de 38 & PsDO, 则 车 uc 
C, LA Pue”, 

W ”我们 不 妨 限 于 P(D) 为 经 典 PsDO 的 情况 . 这 时 P(D) 之 象 


co 


E P( 纺 有 渐 近 展开 式 PO~ 5, ao Prale, ifü P. (6) 416] mA 
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( 某 一 指定 的 正常 数 ) 时 是 的 m 一 7 阶 正 齐 次 函数 . 然后 我 们 不 妨 
只 考虑 P=P, 的 情况 ,因为 若 在 这 个 情况 下 已 证 明了 定理 ， 则 对 
P, (D) P,.,(D)iu€ C" "^ CC". 这 个 步 又 只 需 进 行 有 限 
多 次 即 可 , 这 样 , 渐 近 展开 式 有 无 穷 多 项 并 不 会 造成 困难 . 

于 是 我 们 设 P= P,, MS v, — P,(D)u,. Wl v, € Z(R"), 而 且 
v, (£) - P, (&)u,(£), 从 而 supp v, C C,, 因此 , 只 需 再 证 

lv, ll,» sSCZz"", 
则 由 定义 2.1.9. 即 知 P, (D)u€ Ca” mE RE. 

为 证 明 这 个 估计 , E PE EC EEE C Eo(6-—1, 而 
supp 6(£) C Co , C; 是 包含 C。 在 内 的 稍 大 的 环 . 于 是 (2 6) 一 1 
T C, 上 , 而 有 

v,(£) - P,(£)9(27^£)u,(£) 

一 2"? P, (27^£)0(2 ^£)u, (E). 
S (8£) 二 P,(&)@(€), MPEC 且 有 紧 支 集 . 所 以 必 有 hA(x)€9* 
fE ACO =P). 代入 上 式 有 

Dp (E) = 2"*h (2778)u,(é€), 
从 而 
. v(x) = 2u, * 2"7h(2? -)(x). 
于 是 由 于 jz 1 C2 7^, 即 有 

lo lo < Clu li [70 1G | dr < Cz n0. 


于 是 由 定义 2.1.9 即 知 P,(D)u€ C^", fui P,.;(D)u€C"* "7, 
这 样 的 步骤 只 需 进 行 有 限 多 次 : P(O — PLC) te t Pan, (E) 
十 R(6) 而 RE Sz, "** ， 这 时 


R(D)u,(z) = — 


(2x)" 


[eR cos, coa, 
而 
| RO)u GO lli KCN u li f. OH E Dm 
cree (ERA. 
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定理 证 毕 . 

注 1 WRA” = (14 El) ARIER PsDO 29 An, Bt 
因 它 是 椭圆 的 , 故 有 拟 基本 解 (实际 上 是 逆 算 子 ) 4-。 仍 是 经 典 的 
PsDO. 这 时 可 证 明 An: C"~C" "是 双方 连续 的 同 构 . 

ii 作为 一 个 简单 的 推论 , Æ uE, 则 DixzEC" ,7 一 1， 
2,,n. 因此 若 a 是 一 自然 数 , MHES lAl =al 的 重 指标 ， 
DizEC， 因 而 有 

| D'u(xd y)—2Du(xr)c- Du(xr—y)lzCl»l. 
这 就 给 了 Ci 一 个 具体 的 刻画 . 

利用 这 个 定理 可 以 给 Sobolev RA EEMU AERA, 而 且 结 论 
稍微 强 一 些 . 

定理 2.1.11 xt € CR, H'CC "7, 

证 ”由 定理 2.1.4 中 的 1) 名 2)( 这 个 结论 是 对 一 切 s€ R 均 成 
立 的 ), 作 4 之 LP 分 解 4= D, u EOE EC? (REE Co 
上 $(2) —1 而 supp 6 & TEARUKBJER Com, 3E Àh —e ( 见 定理 
2.1.10 之 证 明 ) MI 

u,(£) 一 (2 ^£)u, (£). 
从 而 
up(x)= 2" (h(2° -) * u,)(x) 


= 2" ju,(y)h(2^(x — y))dy, 


故 由 Schwartz 不 等 式 ， 
lu, Mum xu, Mo I 27 A(2^2) Ilo 


i 
2 


= lu, lo (| 12 02) ita) 
— 27^ | us lo EA Mo. 
定理 2.1.10 之 证 明 中 已 指出 hE 9, fu € H', 由 定理 2.1.4 之 
2), lu, cs2 ^, ik 
lulu «CP ehl, dol Er. 
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但 由 {cj EP Nlsup(e, lA 1,9 C, RU Mus Lo C2 007. BH 
SEX 2.1.9 588u€ C" "^, 

下 面 进一步 把 L-P 分 解 用 于 微 局 部 的 考虑 . 函数 对 底 空间 RT 
的 局 部 化 , 例如 Hie ZVER ERRER. S (R") 中 的 x 在 ze。 附近 属 
CT H'ECH «€ Hi; ) 即 指 有 ze 的 邻 域 V, 使 得 对 一 切 e € Co (V4) 
均 有 pxE H'. 同样 u€ Cz, 也 是 指 用 上 述 g(x) SÉ u Je eu € C. 
但 我 们 还 需 将 H',C* SERIA T R'NO— RE X (Re\0) 上 局 部 化 ， 
也 就 是 微 局 部 化 . 这 时 我 们 有 

定义 2.1.12 Blr) ET RNO W (RO PH u€ Hou 
X u€ CL, us TRAE ro HARV, 与 名 的 锥 领域 下， 使 对 一 切 
PEC (Vs ) 以 及 900€ C^ QD, B8 EXLZEA NOS E 为 零 阶 正 齐 
kag, E consupp VC 了 35 

gD) Gu) € H'A C°). (2. 1. 32) 

His, KI Co au 可 称 为 微 局 部 Sobolev 空间 和 微 局 部 Holder 
(Zygmund) 空 间 . 对 于 它们 有 

定理 2.1.13. (RO PH 4€ Hio R CC ao FLA E 
件 是 存在 zo 的 邻 域 V。， 使 在 其 中 有 分 解 式 

u = uy F uz, (2. 1. 33) 
AP mE H'GÀ C) , 8 G6) € WFC). 

证 1) 必要 性 . huc Ho, 4,8 C6 4 ZEX, 可 以 找到 x。 
的 邻 域 V, CV, , Fu 的 锥 邻 域 了 CT 以 及 相应 的 p(x) 和 y(&) 使 
glv, —1, yls 二 1( 当 is| 充 分 大 时 ), 而 且 gD) (gu) € H'(R") 或 
C"(R"). 但 

u = pu +(1— pu 
= (9(D) + (13 — 9(D)))Ceu) + (1— 9)u 
= (D) (gu) - C — 9(D)) Ceu) + (0. — g)u) 
= uj Tu, 


iX Bi a, —9(D)(gu) € H'(R') GÀ C' (R')). 又 显然 
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(zo ,é) & WF(u;). 
2) 充分 性 . 若 (2. 1. 32) 成 立 , Bon ,xs 具有 所 述 性 质 ,， 取 V,。 
与 卫 使 得 


(Va X D) mwFGe) = Ø, 
则 任 选 定义 2. 1. 12 中 所 要 求 的 g(x) 与 y(&) 都 有 
d(D) (gu) = y(D) (pui) + 9(D) (gus ). 
但 第 一 项 属于 H (R) CR), 而 第 二 项 属于 C^ (R) NH (R) 
或 C”(R"). 故 定理 证 毕 . 
现在 我 们 用 L-P 分 解 来 刻画 w€ Ho, 4, 和 Co, ao. 这 里 有 两 个 
定理 . 
定理 2.1.14 设 aya ER 且 a >a, 则 下 面 两 个 命题 等 价 : 
1) 4€C;0C54: 
2) EEC 使 得 在 zo RARR V, 中 有 glx) 二 1, 而 在 
& 的 某 个 锥 邻 域 荆 中 则 有 
Qu = vı + 5 Co, + vj. 


其 中 EC”; 
lo ili «C2, suppv, C C, N CT; 
lv; l|» «C2, suppv; C C,. 
证 1)2). 取 p 和 少 如 定义 2.1.12 所 要 求 而 且 在 & 的 一 个 
较 小 的 锥 邻 域 IY CC D E, 9(69) 1 Clel E XD). 由 于 u€ 
C, (CC, 4 BI (D) (gu) € C", (1—9(D)) (gu) € C*. 对 这 两 个 
函数 分 别 作 L-P 分 解 : 


yD) (pu) = wt Sw, (2. 1. 34) 


我 们 有 supp v^; C B(0,1), supp v; C C, (p>—1), iB Hv € 
C^, lv; ll; sc. 


(—4(D))(gu) = v^ + wt, (2.1.35) 


pl 


mH supp v, C B(0,1), suppv, C C,(p»—1), fHBv.€C^, 
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1 vs le xC2^7^. HF o —9(2 *6)0—9()«(6), 
supp p(2 4) C C,, supp(1—9(&)) CCT, 
所 以 supp v, C C, NCT. 
合并 (2. 1. 34) 8(2.1. 35), 并 记 vı va t v. B0 2). 
2)21). 因为 a >a, iid u, =u tup, u- =v, BU |l up li 
«C2^", ifii B suppu, C C,, 由 此 导出 eu € C, uec. 另 一 方 
面 , 可 将 pu 写 为 
gu = (v buf) Df = m +u, 
p=0 p=0 
Wu € C", mHBTrnrnWF(s)-—(, HEM 2. 1.13, «uE 
Chy 定理 证 毕 . 
注 ” 若 将 定理 中 的 条 件 a >a 改 为 a 之 a , MARE uE, 而 
不 一 定 能 在 & 的 锥 邻 域 中 升 高 光滑 性 . 
关于 Sobolev 空间 有 完全 类 似 的 结 
定理 2.1.15 ik ss, 则 下 述 两 个 命题 等 价 : 
D «€ HL Hia 
2) HÆ PECI ÈE x, RARR V 中 o)l, MER 
的 某 个 锥 邻 域 卫 中 有 分 解 式 


Qu 二 vi 十 » Co, + v), 
p-o0 


其 中 EC”; 
lv; lo se;27", {cf} € P, suppos C C, NCT: 
lv; llosze;2", (ej) € P, suppos C C,. 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 2. 1. 14 完全 一 样 , MURE. 同样 ， 
ses 的 情况 是 不 足 道 的 . 


2.2 函数 空间 的 代数 运算 


本 书 一 个 重要 主题 是 将 微 局 部 分 析 用 于 非 线 性 问题 , 因 市 应 该 
考虑 一 些 非 线性 运算 , 其 中 最 重要 的 是 乘法 以 及 函数 的 复合 . 先 讨 
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论 乘 法 ,并 且 先 考查 一 下 广义 函数 的 乘法 困难 何在 . 对 相当 光滑 的 
函数 , 逐 点 的 乘法 是 很 自然 的 . 但 是 这 个 概念 不 能 用 于 广义 函数 ， 
因为 广义 函数 在 一 点 之 “ 值 " 是 没有 意义 的 . 原因 在 于 广义 函数 容许 
相当 广泛 的 奇异 性 . 因为 波 前 集 的 概念 对 奇 性 作 了 更 细致 的 分 析 ， 
它 对 研究 乘法 的 困难 是 大 有 帮助 的 . 
为 简单 计 , 考虑 两 个 &E (R) ARR wm ,wus. 如 果 ,xz 性 质 
比较 好 则 可 以 用 卷 积 来 定义 乘积 ,， 即 
(ur * us) (E) = Qu * uz) (£) = Ju(€— nu (np dn (2.2.1) 
[BE wu ,wus 不 充分 光滑 ， 则 尽管 6'(R") 广 义 函 数 之 Fourier 变换 是 
有 意义 的 (zi(6) 其 实 是 C” 函数 ) ， 上 之 积分 不 一 定 收敛 . 为 了 使 它 
MR. RARE g om Eoo, u (67 5) E us (9) REIP — E 
急 减 的 ( 另 一 个 作为 6& (R) XR Fourier 变换 应 是 缓 增 的 
Paley-Wiener-Schwartz 定理 ). 因此 , 车 us (9) ERDE Ds 外 
急 减 ( 即 WF (uo ) 之 “频率 "分量 9 恒 在 Ps 内 ), if ea MERDE TD 
外 急 减 , HICDPCRWO, 即 不 存在 这 样 的 7 使 (z,7)E WF(w), 
而 (xz, 一 7)E WF(wi)， 则 对 任 一 个 q, (2. 2.1) 之 被 积 函数 的 两 个 因 
子 至 少 有 一 个 是 急 减 的 , 另 一 个 是 缓 增 的 . 因而 (2. 2. 1) 是 收敛 的 ， 
而 可 以 用 它 来 定义 u u. 即 我 们 有 以 下 的 结果 : 若 nw € 
6'(R") 且 其 波 前 集 适合 条 件 
WF(u) + WF(u:) C R} x (Ri\0), (2.2. 2) 
GR Zc B5 ie EES DR FI e] — rx HE" £T 4E" 9 相 加 )， 则 可 以 定义 
ww* Uz， 这 方面 的 详细 讨论 可 参看 Hórmander [H62] 和 齐 民 友 
[Qi]. 
H' RÉM C? 函数 是 更 具体 的 广义 函数 ,因而 应 用 调和 分 析 方 
法 ( 微 局 部 分 析 就 是 一 种 比较 细致 的 调和 分 析 ) 可 以 得 到 更 精确 的 结 
5. 例如 我 们 有 
定理 2.2.1 # u EH", j= 二 1,2, f s t s20, J] u * uw € 
i1*， 这 里 


ssisj.j—1,2 BH SX — (2.2.3) 
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#s 中 至 少 有 一 个 是 n/2, 或 ;二 一 n/2， 则 (2. 2.3) 之 后 一 不 等 式 
要 政 为 严格 不 等 式 . 

证 若 5 十 5; 宇 0， 先 证 明 可 以 定义 uy * U2 为 S'(R') Z5. E: 
3E E, ER pE Y(R") 均 有 9€ H^ , ion fk Ga uw e) RUE 
义 的 , 且 因 s 520,5 Ss, Mif 

| bup) IS Ia la gll -a S ia la legl 
委 CGCp) lu ll, lus lu. 
这 里 C(p) 随 y 一 0 (于 Y(R") 中 ) 而 趋 于 0. 因此 我 们 可 以 用 上 式 来 
SEX ui * uw; € V'(R"): 
(u, © uw, 9) = Qn ung). 

这 个 定义 当然 与 wu ,us 之 次 序 无 关 . 为 证 明 上 之 定理 , 我 们 需要 一 
个 引 理 : 

引 理 2.2.2 X F(pER'XR' 中 的 分 块 连续 函数 ， 仿 


TU 40 = [FOE DS NEE pd. 
f.g€C. E: 


| Fep Pág Ms Anei, 或 
(2.2.4) 
[i FG p dec MS Lp AR. 


则 
TAD le SMISE lgl. (2.2.5) 
证 由 (2.2.4) 之 第 一 式 , 利用 Schwarz: 不 等 式 ， 


| TCS gE) I  M'[ 1 f GC p bdy, 


于 是 立即 可 得 结论 . 若 (2. 2. 4) 之 第 二 式 成 立 , 记 w(6) 一 
T«f 4) (D. WitER AC € C. 
[ferae] = | [reas [ete mate paea 
<Ml/le kele Ial, 
这 里 我 们 对 内 层 积分 应 用 了 前 面 的 结论 因此 wA L 空间 泛 
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BUE L 函数 ) 其 L 范 数 适合 (2. 2.5). 
定理 2.2.1 之 证 明 令 
(O 一 Ql £17, Ai = E ule), 
我 们 有 
(Qn us (E) — a" [FG Df CE Pda, 
F(£,9) =E E p ^p. 
现在 来 估计 | | r6. lagat] | F(e, de. 我 们 把 F 分 成 几 个 函 


数 之 和 . 其 一 是 在 (从 委 ( 参 /2 处 下 不 变 而 在 其 外 为 0, 第 二 个 是 在 
(£— 5) €) /2 处 不 变 而 在 其 外 为 0. 然后 看 余下 的 部 分 , BEE /2 


«GRISE GO /2 一 (6- 功 处 . 对 前 两 部 分 我 们 估计 | IFC, I* dy, 对 


其 余部 分 估计 | LEG) Ide. 


先 看 第 一 部 分 , Xs 20, 则 因 (& 一 7) 宇 (&/2), i 
(E= 9 «C. 
E s«0, RIA (E ^ «(CO E (0/2) 5 CQ). 故 
| | F(6,5) | dy < Cd Rt 
若 sn/2, 则 
| | F(£,9) |? d} < C(g)t6n rmm < C, 


因为 由 假设 s<s +s: —n/2, d 2(s—5)d n—25s2 <0. i s>n/2, 
则 因 sss, 


[1 FG. itas c[ ooo c. 
若 s—»/2, Wi 
n ,UD "dg = | „dq < CIn(O). 
但 这 时 (2. 2. 3) 应 改 为 严格 的 不 等 式 而 有 <s , 所 以 
| FG ldy< cQ (o < C. 
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再 看 第 二 部 分 . 若 在 TS /,g) 之 定义 式 中 将 了 变 为 6 一 人 即 知 只 需 
证 明 
[1 FG.e— p ldy< M? 
即 可 . 这 就 化 成 了 第 一 部 分 
余下 的 是 要 估计 
1= | (FG, lae (g) f (7 9 ^ae, 
W-—1(£,5; («2p , ARESE 9. 
现在 分 别 两 个 情况 . 首先 看 S0. 因为 由 假设 (6 信之 (6) /2， 
因此 
Icy (nde 


(p«20p 


4 £—-(p&, 有 
SG SIEGU LE S GAH a |) = aly, 


Ie CD] oo (8 Y de. 
PERSA 


因为 积分 域 为 ( )* «4 SLE 3 是 一 个 球 , BIG EI (S 21 与 
s—(s ss) n/2«0, 有 IKC. 
其 次 看 4x0. xx o S (5x4, 于 是 
(€—7 1-«|£&—5l 146|l* —2£510 了 | 
<1+2|El? +2 | 7l? S CC. 
代入 积分 I, 注意 到 由 假设 
I«CGy | (dec cop < C. 
于 是 余下 的 只 有 s «12052 4 的 情况 . 这 时 由 积分 域 的 条 件 
(22, (£—9)2, B DEUESE RESET : 
£—|95l|£, 5-—1751t, 
WAF —1-1gl22*—4 8153/23, 因此 一 方面 
(y = 1l gl (7/3) 9l, 
男 一 方面 自然 有 | 四? 一 《办 ?一 1 过 《7)*， Bib Gp Fl. 同样 
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(0-—l£zl. (£-p-—l£&-y3l. 
因此 被 积 函 数 可 以 用 Cl e' I de^ — c] hoe. 积分 域 含 于 
4 « (£) « 2p, 
BAS a lel <a lgl, 作 变 换 变 量 后 , SF A Aq lel A 
中 . 因此 积分 可 以 用 下 式 估 计 : | 


I<Cly Ice Ie Je] E = 1 77 de. 


A AKIE cA, 
这 里 我 们 作 了 一 个 旋转 ,因为 | 引 | 一 1, 故 可 把 它 旋转 成 向 量 (1,0,…， 
0) ( 仍 记 为 1). 但 因 s «0, 故 一 2* >0 i 
e£ —117 «(C£ ID 入 (AI = B. 
所 以 


了 « BC | 7 pee | e |* de. 
A Agl e 1A; 


被 积 函数 可 能 有 一 个 奇 点 0 视 2; 之 值 而 定 . 若 s n/2, 有 

I<C | 7 | 267 797079 =C | 7 |t) <C 
(注意 , 在 估计 了 时 又 要 用 到 1y| 之 ai 0220). 当 s= 一 n/2 时 , 积分 
与 In gl AN. 但 由 定理 之 假设 , 当 ;= 一 n/2 时 应 有 严格 不 等 式 
ss dbs;—n/2, Am nd-2(s—35 —35)«0 而 

I«C | 7 pa) n | 7 I< C. 

最 后 当 之 一 a/2 时 , 积分 
| &' | de' «[ | &' |*ds <C, 


n AA sb e IA, eI A, 


所 以 
IxiC|y|n? 0757) SC (nt2(s-s—5)x0). 
至 此 定理 证 毕 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 它 说 明了 H 之 元 因为 有 奇异 性 ,而 一 般 
不 能 相 乘 , 即使 可 以 相 乘 ， 其 乘积 之 正规 性 将 有 所 降低 (* 委 9， 
s&s 十 ss 一 n/2). 我 们 不 妨 看 一 个 特例 , BU s=s =s, mE sn/2. 
这 时 , 定理 2. 2. 1 中 的 不 等 式 (2. 2. 3) 满 足 ( 第 三 个 不 等 式 成 为 严格 
的 不 等 式 ). 于 是 我 们 有 : 

推论 2.2.3 E n/2, M H R-RE. 
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对 Hólder 空间 与 Zygmund 空间 也 有 相应 的 结果 . 

定理 2. 2. 1 还 可 以 进一步 微 局 部 地 精确 化 ，L-P 分 解 恰好 是 处 
理 这 个 问题 的 适当 工具 . 现在 我 们 想 要 用 L-P 分 解 来 证 明 下 面 的 

定理 2.2.4 . 设 (zo,o)ER:X(R:\0)， 于 是 有 : 

D uec NCh. VECE O0 CE us at 0, REL uve 
ro 附近 有 定义 ， 而 且 &。vECT aro .es， , 

= min(a,B), y = minfa B ra +f}. (2.2.6) 

2) € u€ Hi, Hia» v€ Hi HG abo st C»n/2, A u* 

Ex 附近 有 定义 ,而 且 u* vE H, N HG ao 


;! , c = min(s' 十 1 一 pa 
(2. 2.7) 
在 开始 证 明之 前 先 要 说 明 一 点 . 微 局 部 的 Sobolev 空间 和 
Holder 空间 的 定义 中 都 涉及 & 的 一 个 锥 邻 域 T. iR D— RINOL BU 
Hia) Hi Chy = CS. 
所 以 这 个 定理 也 包括 了 局 部 化 的 结果 . 例如 若 在 2) 中 令 
Hi, ap 一 Hi , HC) = Hi , 
则 由 (2. 2. 7) xzBIVE cc, 而 这 个 结果 与 定理 2.2.1 一 致 ， 只 不 过 
这 里 的 条 件 更 强 : sri n/2, 而 不 是 定理 2. 2. 1 的 s- 220. 
下 面 讲 一 下 证 明 的 基本 思路 . 由 于 这 个 定理 是 局 部 的 , 我 们 不 
妨 设 u,v 都 已 事先 用 gE€ Co 乘 过 , 这 里 的 g 二 1 于 ze 附近 . 对 u,v 
都 作 前 面 说 过 的 分 解 (例如 L-P 分 解 ): 


u 一 Xe v= »m (2.2.8) 
则 形式 地 看 , 应 该 定义 
u- v= > upv, (2.2.9) 
这 个 级 数 的 收敛 性 ,当然 成 了 严重 的 问题 . 处理 这 个 问题 的 方法 如 
下 : 将 指标 p,qg “相当 接近 "的 项 与 “相当 远离 "的 项 分 开 . 例如 给 定 
一 个 自然 数 N。, 我 们 定义 


t= min{s,t;s 二 tC 
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qN, 
Su 一 $) u (2.2.10) 


(如 果 g 一 No 过 一 1， 则 规定 S,u-0). 它 是 C^ ER EX u, 的 有 限 和 ， 
因此 (Sx)(z)EC”. 同样 也 可 以 定义 Sjvy € C7. 这 样 我 们 把 形式 
级 数 (2. 2. 9) 之 项 分 为 三 组 : 


> U pU = > uyv, 十 > Upva 十 > UpU. 
pa 


—1«pEq-N, —IXgEp- No Ial IN, 
= $) (Su) t J, (Sp) t ») up 

qxmNS-1 PZN 1 He qd NS 
=T,v+ Tu + R(u,v). (2. 2. 11) 


此 式 中 Tv, Tou 和 Ru, v) ZxE X Bg ENDE. T,v, Tu 5 R(u,v) 
性 质 是 不 相同 的 , 而 由 它们 的 “ 谱 " 的 性 质 决定 . 
定理 2.1.14 与 定理 2. 1. 15 指出 , 对 我 们 所 需 考查 的 函数 都 有 
以 下 形式 的 分 解 : 
u = wi 十 Su, = ua 十 S uu. 


而 suppu, C: C, N CP, suppu; € C,. ZRII wpvs 时 正如 本 节 开 
始 所 指出 , 应 该 讨论 它 的 Fourier 变换 
Gus (E) = [us G9 (7 Dd = x 
对 卷 积 有 以 下 的 熟知 结果 : 
supp up * v, C supp us + supp v, 

=+ 7; E€ suppu,, 9 € supp v,]. 

把 它们 应 用 到 ws ,wy 类 型 的 项 上 去 ,因为 我 们 知道 
suppu, C C, N CT, suppu; CC,, 

m CNC 与 C X3& T ERIS B(0, K27" ) a. 34 paN, 而 No 
又 充分 大 ( 即 p 与 ga“ 相距 其 远 ”) 时 , KH «—K2v + 可 以 任意 小 ， 
从 而 B(0, K2**! )& —^- B BSER. 例如 Cr 站 CFP“ 加 ”上 这 样 的 小 
球 将 仍 是 同样 形状 的 区 域 . 例如 令 p=0, 则 由 图 1 可 见 

Co = Ca + B(0,4K2™ ) 
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B(0.4K 27^) 


只 是 一 个 比 Cy 稍 大 的 环 . 又 令 CT 使 得 

(C N CP4- B(0,4K2 mmD)) NT — (2, 
则 

€, N CP -B(0,4K27* ) C C, N Cr’. 
这 仍 是 同样 类 型 的 区 域 . 

以 上 的 讨论 适用 于 “相距 甚 远 ” 的 2,g， 对 "相距 较 近 ”的 p,q 则 
利用 C, ,C, 均 含 于 球体 B(0, K2^) , B(0, K2:) rh , 而 其 “和 " 仍 为 球体 : 
B(0,K2?)+ B(0,K2*) = B(0,K(2^ + 2°)). 

这 一 点 由 图 1 也 看 得 很 清楚 . 

“ 谱 ?” 的 构造 通过 定理 2. 1.4,2.1.7,2.1.14,2.1.15 等 即 可 决定 
乘积 的 正规 性 . 我 们 把 这 方面 的 结果 归结 为 三 个 引 理 . 

引 理 2.2.5 X u€C', v€ C* faac 50, R) RC) EC’; 
# uC H', vE H da scctn/2, RÀ Ru, E HY”, 
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证 任 取 一 个 整数 vE (一 N, No), 而 记 
R,(u,v) 一 S upv = NA 


这 个 级 数 的 收敛 性 在 下 面 讨论 . R(u v) = D Lu Ro), 但 
supp f, C supp u,., + supp v, 
C B(0, K2% ) + B(0,K2**!) 
C B(0,K,2*), 
2i u,v 在 Holder 空间 中 , 则 有 
ll fa Il LX UN | L” l Ug |l L” 
KCA «c C2 9B. 
Zi u,v 在 Sobolev 空间 中 , 则 有 
lle < a, lis dm dli. 
但 由 Sobolev RA EH, H'CCC" "^, 而 对 wxEC "778 d u bon x 
C2 97 "P(p67 D EA C 中 ). 又 由 定理 2.1.4 之 3), lw lox 
c2", {cl EE. il d,—-Ccq, 
lf, lle xd 297 ?,. dd, Cel e P. 
于 是 级 数 2) uv ,zs 分 别 在 L^ 55 L' 意义 下 收敛 , 而 且 由 定理 2. 1.4 
之 3) 与 定理 2.1.7 之 3) 即 知 R(u,v) RF. C" gy H^ 77, 
另外 两 项 To 与 Tw 的 情况 则 不 同 . 仍 用 上 面 的 记号 , 这 时 我 
们 有 
引 理 2.2.6 车 uE€L”, v€ C$ NC, A 
T,v € C N C^. 
有 CPP 是 前 面 讲 过 的 5,9 4848. X vE H, NH M, Ri 
T,» € Hi, N H (rT). 
证 C^ (D) ZGE LER, 不 需 说 明 . 现 将 v 写 为 
vl 十 o tu). 


To= $, (Suto = D (itf). 


g2Ny— 9 之 No 一 1 
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和 No 
S,u = »» up. 


现在 分 别 考虑 DA 5 DA 因为 Su = 3L u, 所 以 
supp (Sou) c U supp u C B(0, K21 ^s? ), 


*pxe-N, 
supp v, CC, N CT. 
于 是 当 N, 充分 大 时 ， 
supp f, = suppl (Sau * vp) 
C B(0,K21^*) +C, N CP 
CGcr. 
而 县 
ll filum s i Sge le ll wli-scClwul:--27. 
再 来 看 > fL. 我 们 同样 可 证 明 supp /; C C, 以 及 
filum s Sul lwli-scCluli-27. 

由 定理 2.1. 14 即 得 T, v 属于 Cs NCI). 

对 Sobolev 空间 的 情况 证 明 类 似 , 不 过 现在 需要 估计 的 是 
lf dus 5s d lu. 

这 个 引 理 适 用 于 «€ C^, a 之 0 的 情况 . AARE eRT u, 
所 以 由 xE C" 可 以 得 到 wu EL”. 间 题 是 w€C, a<0 时 Tv 性 质 如 
何 ? 这 时 我 们 有 

引 理 2.2.7 车 uE€Cs ,a<0, v€ CE NC, WI Twe 
CHINCHU. 车 wE HL, s«0 5 v€ H5 NH), Bj 

Tav € HZ? (1 H* qr». 
证 与 引 理 2.2.6 几乎 完全 一 致 ,只 不 过 要 注意 这 时 


oNo 


l Su lli KC 2 SC2™, 
p=- 
No No n Ng 1 
lS le €5,o2"«(565) (22 六 
p=- p=-1 pl 
«C2*. 
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定理 2.2.4 之 证 明 我 们 只 对 Holder 空间 的 情况 给 予 证 明 ， 
因为 Sobolev 空间 的 情况 是 一 样 的 . 这 时 
uv= Tv Tu R(u,v). 
1) zia0, g0, 则 由 引 理 2.2.6, 
To» € CE (CES. T. € C N Chg 
由 引 理 2.2.5, R(u,v) E Ce， 当然 CZ CCE y, 由 此 即 得 定理 
的 结论 . 
2) Zia«O0, HT act 870, VA 820 从 而 v€ L*. 因此 
Tuv ECH, (BIE 2.2.7) 
T. EC} N Cho (518 2.2.6) 
R(u,v) €Cz", (5| 2. 2. 5). 
于 是 xz. v€CLCG a. Y-a- minia, fl , 
y’ = minfa ,a +p} > minja ,f' ,a +B}. 
B<0, at 87-0 的 情况 与 此 相同 . 
在 讨论 Sobolev 空间 情况 时 要 用 嵌入 定理 , 例如 H':CC "^, 
然后 再 用 以 上 引 理 . . 
在 上 一 段 末尾 作为 一 个 推论 (推论 2.2.3) 有 H 35 s n /2 时 为 
一 代数 , 现在 可 以 进一步 得 出 
推论 2.2.8 1) X sn/2, 则 H 是 一 个 代数 . 
2) X 0«a'x2a, 则 Cz, 门 C6 ,6 是 一 个 代数 . 
3) 35 n/2,s«2:—n/2, 则 Hi 门 HE ,ey 是 一 个 代数 . 
在 非 线性 偏 微分 方程 理论 中 会 遇 到 以 下 的 问题 : 例如 考虑 半 线 
性 方程 
P,(x,D)u-c F(r,u,Vu,:-,V"!u) = 0, 
P, E m 阶 线性 偏 微分 算 子 , F 是 其 各 个 变 元 的 C” 函 数 , 如 果 
我 们 在 H'CR') PRIER u, WU Vu. =, V" u 将 分 别 属于 
H'7'(R),--,H'"" (R), 从 而 F(x,u, Vu, e, V" u) & 8H X 
X, 是 否 仍 能 与 Pu(z,D)xE 末 “(R") 在 同一 个 空间 中 将 是 严重 的 
问题 . 现在 我 们 将 用 L-P 分 解 (用 它 的 连续 形式 , 定理 2.1. 2 的 注 
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2) 来 讨论 这 个 问题 . 我 们 要 证 明 下 面 的 

定理 2.2.9 ucl” NH X48 i4, s20, NÉ FECA 
F(00-—0, RJ] FGOC€L"(YH'.. 

证 s=0 的 情况 不 必 证 明 , 因为 我 们 有 

|F(u)|=|F(u)—F(0)|<sup |F'(u)| * Iul —Clul, 

因为 xEL”, 故 |zx| 委 M, 这 里 的 sup |F Cu) [ROTR sup | FQ) | = 
C. 右 方 属于 H^ —L^, 故 左 方 也 一 样 . 下 面 我 们 只 讨论 s 0 的 情 
fe. 

AfréSuEF(0)—0? 因为 不 如 此 , 甚至 当 u=0 时 因为 F(0) 
€ H'(R"), 而 定理 也 不 能 成 立 . 

现在 再 把 L-P 分 解 的 连续 形式 重复 一 下 , 选 (2) € Cj (R") 使 
Me KUIHBN y=1 而 且 supp $C He lelxll. 用 下 式 来 定义 
e(£) € Co (R"); 


ve) = Leo. 
于 是 supp g(6) C 16; K^ «lel 1], 这 是 一 个 环形 , 而 且 有 
- «0 [^ Type/)d, 
我 们 还 有 . 
gO [| Leod = aD. T>1 (2.2.12) 
现在 取 uEL CE’ (R"), $ 
m(x) = 4(D)u = (x7 [ee COsCOGE. 


因为 PEARLE, Cu ()€ C7. 记 
u(x) = 9(D/t)u, (2.2.13) 


E 


有 ( 。 表 示 对 + 求 导 ) 
iG) Q2)" $ fergulde 


= Qxy"je* Lee utet = Lp(D/u. 
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双方 对 :上 求 积分 , 注意 到 
us (x) lim yD /t)u— lim(2x) fet pCe/))u (0d -—u(x), 


8 «G) 7G) 7 | Le(o fuat, Bü 


u(x) = «(Dyu + [^ HoD udt. 
同样 用 (2. 2. 12) 和 (2. 2.13), 
u(x) = YD)ut | Lg(D/0udt = yD/T)u. 
EW q()- Ww), WI w(x)e€9v(R), 而 
MET) — [e*"wG)dz = TÈT -), 


ur —(D/T)u = Gy "ete rracode 


= (2x) [e TOT SOOLI 


—(2n)"T"W * u. (2.2.14) 
但 更 实际 上 起 了 磨 光 算 子 的 作用 ， 因 为 


(2x) [TEC Tr) dz = Qx)7 [w Gaz = wo) = 1. 
ik 
ur (x) = (2x) [Tr CTG — 3))u(0d. 
因此 易 证 当 Too 时 几乎 处 处 有 ur(r)>ulr), 而 且 


| ur(x) Ix Ch ull io. (2. 2.15) 
现在 来 证 明 我 们 的 定理 . 由 于 FEC”, 所 以 几乎 处 处 有 
lim F(uz) = F(u); (2.2.16) 


男 一 方面 ， 
F(u;)— d 
(ur)= Flm) +| SF(u)d 


i 
= Foa) +f E" (u, ) u,dt 
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= F(u) + ['FGoe(D/T)u 3r 
所 以 
F(u) = FG) +| F'Gu)g(D/T)u 9t. — (2.2.17) 

右 方 第 一 项 显然 属于 C”, 因为 w € CT. 为 了 研究 第 二 项 ,引进 一 
个 线性 偏 微分 算 子 

L(g) = | Po)p(DAe g, g € IR"). (2.2.18) 
它 实 际 上 是 一 个 拟 微分 算 子 , 因为 

LG) [ F Ce) ay fotpleie de S! 


= Qxy [ee (| F'eoote/ S )acoae 
= a(r,D)g, 
| dt 
alz, = | F ugler Ë. (2.2.19) 


我 们 要 证 明 a(2,6) € S?,. 事实 上 , aEC”(R"XR") 是 显然 的 . 5 
将 a(x,&) 对 工 求 微 商 , 利用 (2.2.14) (将 其 中 的 丁 换 成 1), 将 有 
| Diu, | xt Ce, 
对 & 求 微 商 时 , 则 利用 
| | 3$ e(£/t) I Cette. 
然而 (2. 2. 19) 之 积分 域 实际 上 是 KC ecd EAK, 因此 t~~(1 十 1&1). 
这 样 即 有 


| 28£Dza (z,&) |t C, (19-| & D) 8. (2. 2. 20) 
把 这 些 结果 代 人 (2. 2.17) 有 
F(u) = F(u) t a(x,D)u. (2.2.21) 


HER, S 如 我 们 在 第 1 章 所 指出 的 , 是 一 个 坏 类 . 一 般 说 来 , 它 不 
EL-H HL 的 有 界 算 子 . 但 是 对 于 ;之 0, 它 恰好 是 H SH 
的 有 界 算 子 . 暂时 承认 这 一 点 , 定理 得 证 . 

注 1 当 x 是 一 个 六 维 向 量 时 ,上 面 的 论证 当然 仍 成 立 . 对 于 
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F(x,u), RÆ F(x,0)--0 这 个 结论 也 是 对 的 . 特别 是 若 记 w 为 一 
[EE (Co, Vo, e, Vo), 立即 可 知 , S4 vE H' 时, F(x,v, VD =, 
Vrae HT "t+. 

ik2 若 我 们 只 讨论 空间 Hie, M 0)==0 的 条 件 可 以 不 要 . 


2.3 WARNET 


本 节 内 容 较 多 , 因此 分 作 几 点 来 叙述 . 
2.3.1 (158 


一 个 函数 a(z) 可 以 成 为 某 空 间 L 上 的 乘 子 , 即 对 任 一 u(x)€ 

L, ufsg V SE T-x& & (3f 2: ) 
a(x):: L—L, u—> au, 

这 种 情况 是 不 多 的 . 2.2 节 中 讲 了 一 些 有 关 乘 法 的 例子 . 但 这 里 情 
况 又 不 尽 相 同 ， 记 乘 子 空间 为 M, 在 乘 子 运算 中 ，M 与 处 于 不 对 
称 的 地 位 . 如 果 记 将 定义 的 乘 子 运算 为 了 ， 则 现在 考虑 的 是 也 : L> 
革 作为 一 个 算 子 的 种 种 性 质 . 在 乘积 问题 中 ,因为 M 5 LL 是 对 称 
的 , 故 不 但 要 考虑 a 作为 EL 上 的 乘 子 , 同时 也 要 考虑 v 作 为 <E 
M 上 的 乘 子 . 所 以 在 2. 2 节 中 我 们 讨论 的 是 “乘积 ”( 至 少 是 用 L-P 
分 解 后 所 得 的 “形式 ”乘积 ) 与 (Tu 十 Tia) 之 差 ( 例 如 , W (2.2.11) 
X). 现在 则 应 重新 定义 Ta. 

a(x)- 可 以 看 成 一 个 0 阶 PsDO 

a(x)u(x) = (22) [eta «(6 de, (2.3.1) 

它 的 象征 是 a(x), 一 般 说 来 它 是 非 光 请 的 . 因此 , 我们 要 设法 将 它 
光滑 化 , 这 样 做 就 会 产生 一 定 的 误差 . 在 经 典 的 PsDO 理论 中 , 我 
们 可 以 用 无 限 的 渐 近 展开 式 ， 并 认为 S ”象征 与 相应 的 算 子 
Op(S “”) 是 可 以 忽略 的 . 现在 我 们 只 能 用 有 限 展开 式 ， 并 认为 某 种 
正则 化 算 子 是 可 以 忽略 的 . 这 一 点 将 在 定义 2. 3. 1 中 说 明 . 

将 (2. 3.1) 正 则 化 有 两 种 方法 ,其 一 是 利用 卷 积 . 因为 至 少 形 
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式 地 有 
a(z)u(z) = Guy" ew fate- paton, 

如 果 在 上 式 中 引入 适当 的 截断 算 子 x(9, 攻 ,而 定义 

(Tau) (9 = Qx)7|x(6— pale péGpdg, (2.3.2) 
则 这 样 的 T, 将 具有 我 们 所 需 的 性 质 . 另 一 种 方法 是 利用 L-P 分 解 ， 
仿照 2. 2 节 , 在 形式 乘积 D, aru, 中 只 保留 “相距 不 远 " 的 p 和 qa 
所 相应 的 项 , 而 定义 

Tu= >, ap, = 2 (Sa Ju, = 3M. (2.3.3) 


也 可 以 得 到 所 需 的 结果 . T, 或 了 即 称 为 仿 积 , 它 是 最 简单 的 仿 微 
分 算 子 (以 下 简称 为 ParaDO). 下 面 我 们 将 平行 地 利用 T, 与 了 ,, 这 
样 更 为 便利 . 
现在 准确 地 介绍 仿 积 理论 ， 因 为 乘法 运算 显然 有 局 部 性 , BUR 
妨 认 为 a(x) 已 局 部 化 ， 所 以 下 面 恒 以 a(x)EL™(R") 且 有 紧 支 集 作 
为 至 少 的 假设 . 
定义 2.3.1 若 有 实数 p 存在 , 使 对 一 切实 数 a 与 ;, ET 
为 HHR CCAR, 则 称 工 为 广 正则 化 算 子 . 
注意 定义 中 的 p 容许 为 负 , 这 时 本 实际 上 降低 了 正则 性 . 
定义 2.3.2 设 a(rz)EL”(R") 具 有 紧 支 集 ,， 定义 (2. 3. 2) 中 
&j T, 与 (2. 3. 32 HA T, 为 食 积 算 子 . 在 (2. 3. 2) 中 ， 我们 设 
C™~((R"\0)X(R"\0)) 函 数 X(0, 四 是 0 阶 正 齐 次 的 ,而且 有 充分 小 
的 正常 数 Ou e, 使 
Op 一 1， 当 10| 委 sl lyi, 
Un —-0, 当 10| 之 es 1y| 时 . 
注 1 具有 紧 支 集 的 L” (了 R") 函 数 当 然 属 于 VOR, 所 以 可 以 
作 其 Fourier 变换 a(£— 9) 55 L-P 48 la, |. 
注 2 T, 5 T, 均 称 为 仿 积 ,下 面 我 们 要 证 明 , acce H 


(2. 3. 4) 
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po>0 时 , T, —T, 是 p 正 则 化 算 子 , 因此 T, 5 T, 可 以 换 用 . 

注 3 x(9,7) 可 以 用 下 法 作出 . 取 一 函数 g(1)€ C; (R") 使 当 
[t| sei 时 g(1) 寺 1, | 之 ez 时 g(1) 圭 0, 于 是 可 以 取 

xX(0,7) = g(0/1 71). 

定理 2.3.3 若 u(x)EL”(R") 且 有 紧 支 集 , 则 算 子 T, 与 了 ,: 
C—C 或 日 一 H' 均 为 有 界 的 , 而 且 其 算 子 范 数 上 了 ,上 (或 
IT, OSC lalis. a,s 是 任意 实数 ,但 a 不 是 整数 . 

证 我们 只 对 «EC 而 0 过 a 过 1 的 情况 来 证 明 结 论 . 其 他 情况 
的 证 法 是 类 似 的 . 先 讨论 算 子 T. T. 实际 上 即 2. 2 节 (2. 2. 11) 中 
的 T,. 不 过 现在 以 a 作为 u，, 而 现在 的 x 即 那里 的 v. 于 是 , 由 引 理 
2.2.6, Tu EC, 我 们 只 要 估计 其 范 数 即 可 . 

由 (2. 3. 3), 

lA lie < ISa) lie e Iu lie. 
| 但 由 定理 2. 1. 2 有 


q- No q- N, 


(Sala) Y (E) = Xa (E = (229, ()a(0) 
zg9(2**^^ ga(£). 
今 取 一 函数 h (x) € 9f h(e) (6), 则 有 
S (4)(2) = Ch(y)alz— 2d», 
k 二 一 g 十 No 一 1, 因此 
ll S la) lx) li SCl ai~: 


再 由 定理 2.1.7 的 证 明 中 的 (2. 1. 29) 式 ， 有 
lw dum S C20 | u la. 


因此 
I Zul = |E Saduf <C hali e 3t .ul 


=C] all» ef ula 


此 即 
IT. Chal. 
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再 看 算 子 T, 的 情况 . 仍 对 a,u 应 用 L-P 分 解 , 并 设 环形 分 解 中 的 
常数 为 K, 于 是 
Taule) = Q2) 3) 22 [x(€ — mpå (6— pisl) dn 

(2.3.5) 

im Hf L-P 分 解 的 定义 可 知 , 除非 p,q 二 一 1 有 

supp u (9) Ciy; K’ «| lx K2v'|, 
supp a, (£— 3) Clg; K2 «(| £—9|« K2^" |. 
所 以 


K2 < HH < < Krm, 


这 样 , 必 存 在 正 整 数 0<<N, <N, 使 
2*5 miK 2 去 < jak”. 


于 是 在 积分 (2. 3. 5) 中 , 24 pq 一 N; Bj, 1£—7l /1gl Se m ye; 
当 pq N (p#— 1i}, 1£— 9l /in| 之 ez 而 x 三 0. f£A (2.3. 5) 
T.u(x)— J, a,e)u Ge) 十 Rue， (2.3. 6) 


PSTN, 


Ruz)- J) (2m) [feo v (719,2 na, (0)i, C) dôd. 


TN, XpEecN, 


Ru(xz) 之 积分 实际 上 只 是 在 “双环 ” 

K^z* «|0|«2K, K^2^*«|gl«2K 
上 进行 的 , 所 以 一 定 可 以 找到 函数 n (5,2) € CR?) fii ff) Fourier 
变换 就 是 x(9,7). 因此 


Ru(z)= Y (22) 7 [ent s (2770,27 09)a, (Os) dady 


q-N, «pzq-N, 


一 > ， [ras Gr — 275)u, Go — 2*1 )dsdt 


gN < pag N] 


2 M fe E 


9 q-N,«p«q- N, 
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DNO = ffs, Dalz — 2Ps Ju, (x — 2t )dsdt, 


f(z) = 5 [rGna Go — 2s Ju (o — 2t )dsdt. 


q-N, «p q-N; 
容易 看 到 supp fCC, 而 当 <EL=” 时 有 : 
若 xEC"， 
ll flum sx Claliluli»scClalico2*, 
Zuc H’, 


lA a Clal Iu lli sClalio2*, 
其 中 tc 上 ee. 由 此 立即 可 知 Ru 映 C"( 或 H') 到 其 自身 , 而 且 算 子 
WKC | ale. 但 是 (2. 3. 6) 中 的 第 一 项 即 是 Tou ( 令 N, 为 
N:—1), 但 我 们 已 对 T, 证 明了 它 是 映 C"( 或 H') 到 其 自身 的 算 子 ， 
且 其 算 子 范 数 志 Cal .~. 因此 定理 得 证 
现在 进一步 证 明 
I 定理 2.3.4 若 a€C?, B p>0 而 非 整数 , 则 T, 一 休 是 pp 正 
则 化 算 子 . 
证 定理 2. 3. 3 的 证 明 中 已 指出 T, — T. — Ru (Ru= 3),f,)， 
而 且 当 a€ 1L” 时 ，R: C'--C'(E H'—H)BERAET M 
C || a I LU. 但 还 有 a€C^, 故 I ap I :UXC2*, 因此 
Ifo X dada): Ie lie 


TN, SPN, 
«Clalzv I| ulle 
<C lal, llui 2, 
"M ue H' 时 则 有 
EAlscc( E dade) dul 


«Clal,lul2 ^, 
因此 定理 证 毕 . 
从 上 面 给 的 定义 看 到 ,TT 的 定义 依赖 于 x 的 选取 , 而 T. 的 定 
义 则 依赖 于 L-P 分 解 的 选取 . 由 定理 2.3.4 可 以 证 明 这 并 不 发 生 本 
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质 的 影响 . 事实 上 我 们 有 

定理 2.3.5 设 相 应 于 X 的 不 同 选取 有 仿 积 了 各 与 了 2 ， 相 应 
于 不 同 的 L-P 分 解 ， 有 仿 积 了, 与， 则 当 4E€C? 具有 紧 支 集 且 
Pp 之 0 Fan, TO — T? 5 Tt — TP 均 为 p- 正 则 化 算 子 . 

证 ETO- TO. 任 取 一 个 x 并 作 T。, 则 由 定理 2.3.4 可 
知 


TO — TO = (TP — T.) — (TP —T,) 
是 天 正则 化 算 子 . 

至 此 我 们 得 知 , 在 定义 仿 积 时 无 论 是 用 T, 还 是 了 ,, 也 不 论 x 
或 L-P 分 解 如 何 选 取 , 其 结果 在 相差 一 个 ec 正则 化 算 子 的 意义 下 是 
完全 相同 的 . 当然 这 里 假设 了 a€C^, p>0 非 整数 , 且 a 有 紧 支 集 . 

以 下 我 们 将 讨论 一 般 的 ParaDO 的 算 子 演 算 , 但 这 时 会 用 到 仿 
积 作为 算 子 ( 仿 积 是 0 阶 ParaDO) 的 滨 算 . 所 以 我 们 给 出 下 面 的 定 
理 . 

定理 2.3.6 1) Ra, b€ C^Co20 非 整 数 ) 且 有 紧 支 集 ,， 则 作 
3 CC 或 昌 '>H' 的 算 子 有 T,。T, 一 TT 是 正则 化 算 子 ， 且 其 
算 子 范 数 过 Cla|,15|,, 这 里 ays 是 任意 实数 ,但 a TA 

2) 对 a 的 假设 同上 , 则 作为 HB HAFT 一 T, 也 是 p- 正 
则 化 算 子 ,， 且 其 算 子 范 数 三 Clal,. 

证 1) 我 们 只 对 xEC", 0<a<1 的 情况 给 出 证 明 . 于 是 设 
fus}, dap}, l6, DRE u.a, b I L-P 分 解 , 则 由 定理 2.3.3, Tiu € 
C'. 因为 T,, T, S T,, T, 可 以 换 用 而 最 多 只 相差 一 个 六 正则 化 算 
F, 所 以 可 以 取 充 分 大 的 正 整 数 Ni< Ne ,并 用 (2. 3. 3) 写 出 


Tiu 253 >» b, u, + Ru = > yu Ru, 


9 PXq-N, 9 
Uv, > b, us 一 ( 5 b, Jug = S (5b)u,. 
by SN, PSTN, 


这 里 R EP ENAP, 而 
supp v, = suppl (S,(5)Y * u) C C, + B(0,C2:) C C, 


是 一 个 环形 . 于 是 
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T,» Tu = M »» ay, by, us + R'(u), (2.3. 7) 


9 Pj STN, 


R' 也 是 一 个 py 正 则 化 算 子 . 


另 一 方面 
Tau = 2) 2; (ab) yu, + R"(u) 
一 > (J a2 D)a, b, )u, +R”(u). (2.3.8) 


R'(u)tt& —^- 六 正 则 化 算 子 , ER SUFISEOCCIal,Ibl,, 而 Ni 
是 一 个 适当 选 定 的 正 整 数 . 现在 决定 Ni ,N: 如 下 : B NS 
piq— N: 时 , TE supp (a, b, ) E g(2 **88)—1; 14 pzq if px 
b—N; (N, 是 一 个 适 当 正 整数 ) 时 ， 在 supp (a, br, y E27 v*N e) 
一 0. 
比较 (2. 3.7) 与 (2. 3.8) 知 
Tu 一 了 To 一 5 p27 D)a,, b, us. +R (u)+R” (u). 


9.1 £5 


25 och 中 包含 以 下 类 型 的 项 : Pi 这 gq 一 Ns; 或 pi =q v i 0K 
N:, 这 种 项 记 为 


Ru = DO (D2 ND)a b, )u, = X) foua. 


q pg 


另外 一 些 项 则 为 pi 之 g, 而 p= piv, Ov N, , 这 种 项 记 作 
Su 一 2907 +N, 9 b, )u, 一 eus 
再 则 是 将 5 po 对 调 所 得 之 项 只 要 Ni ,Na 取得 充分 大 ， 则 
supp (fous) 53 supp (gu, ) 均 在 某 一 环 Cy 中 , mA 
上 flam. lum 和 Clal,15l,27v. 

所 以 R,,S, 也 都 是 正则 化 算 子 . 于 是 1) 得 证 . 

2) BRu€ H', ve H”, 应 用 伴 算 子 的 定义 , HAT, RET., 
有 


(Tiu,v) —(u,T,v) = 5 fua, dz, 


PS No 
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(Tu,v) = »» [2 so. dz. 


只 相差 一 个 pg 正 则 化 算 子 , 所 以 , 余 项 可 以 估计 为 Clal, lulu 
l| vll uoce. No 是 一 个 正 整数 . 但 一 定 存在 一 个 正 整数 NL, 使 在 以 
上 两 式 中 , Elari NS pKr No 时 ,zx 与 (apv,) 之 支 集 
互 不 相交 . (apus) 与 v, 之 支 集 也 不 相交 . 所 以 以 上 两 式 中 相应 于 
这 些 指标 的 各 项 均 为 0, 故 若 记 q— ptu, r7pt», WA 


(Tou DT ED 35 5 | lapl lupen or, d dz 
p 与 vy 


+Clals luliae vl na- (2.3.9) 
这 里 的 求 和 , 对 每 一 个 固定 的 p 只 有 有 限 项 . 对 于 每 一 项 , 均 有 以 
下 估计 式 ; 
f lapl lusen lopty ldz < I ap her Nupen Mae lv he 
<C| a|,2 "cy, 2 Pd ptn goto. 
ikiilel.ld,er, B 
led hz Scull, 
lidi le < CH vll u. 
将 以 上 结果 代入 (2. 3.9) 即 知 
| (Tu,v) — (Tu,v) IE Clal, luli lvl a. 
从 而 定理 得 证 . 


2.3.2 具有 齐 次 象征 的 仿 微分 算 子 


前 面 我 们 已 说 过 , 乘 子 运算 可 以 看 做 是 0 Br PsDO, 而 一 般 的 以 
L(x, E) IRER PsDO 也 可 以 看 做 是 先 以 “ 乘 子 ”L(x,&) 乘 u(&) 再 作 
逆 Fourier 变换 . 所 以 我 们 仍 要 从 仿 积 开始 . RME Ll, EEX 
TG, € R& X (RN0)re, 为 了 使 它 局 部 化 , 仍 设 Lx, e). x HX 
支 集 . SU e Bill (c, 6) E m RER RAR. 关于 其 光滑 性 ， 则 设 
Lx, EH 6 ET C^ T 60 处 , 而 对 一 切 a€ N', Dé Gc, E ac BUR 
于 C,p0H23E&E. iH (x, E) ZETE m. 
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定义 2.3.7 我 们 定义 以 1(z,&)EL 为 象征 的 仿 微 分 算 子 
ParaDO T, 如 下 : 
(Tuy (Ð = OD xE- p pE- ge psGpuGpdy. 
(2. 3. 10) 
这 里 y(0 D 3X LLL 3.4) AK SGD€ CT (RO AE 90 附近 s= 
0, nR, 的 某 一 紧 集 之 外 :三 1. lR TLIC, EA x th Fourier 变换 ， 
u(X) 暂 设 为 9 (R2 30K. 
Ti 之 集 记 为 Opp). 
”类 中 的 函数 可 以 用 球面 调和 1h,(&)| 展 开 如 下 : 
l(x,£) = 1a, (x)h. (6). (2.3. 11) 


所 谓 球面 调和 , 即 单 位 球面 S” : Dag —1 上 的 Laplace-Beltrami 
算 子 A 之 特征 函数 : 即 存在 特征 值 4%; ARA h; (e) 260 使 
ah = 有，| 有 | 是 L*(S”!) 上 的 就 范 的 正 交 系 ; 和 1 有 如 下 的 渐 近 
性 质 : 存在 常数 M>0 fE A; — CI. hA COBD A, (6) ZZ. m 次 齐 性 拓展 : 
h (&)= lEI", (E/1£1), 这 时 可 以 证 明 (2. 3. 11) 成 立 , 而且 a (2) € 
C^, 且 有 不 依赖 于 v RZE, la l, v 是 急 减 的 , 而 对 一 切 a, 
| DEA, (£) | cet X] E 是 缓 增 的 : 
| DER, (E) levet x Cuv? MID, 
关于 球面 调和 的 进一步 的 知识 可 以 参看 R. Coifman 和 Y. Meyer 
[CM]. 
现 以 (2. 3. 11) f$A (2. 3. 10) , 注意 到 
l(£—5,3) = Da (E ph) 
即 得 
(Tieu) (£) 


= D (2a) [x(6— q pa (E— psGDh ilda 
= 3 Y [x(6— nå (E— MDA (Duy (dy 
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— (T, * (S(D)&, (D) (8). (2.3.12) 


所 以 仿 微分 算 子 成 了 经 典 的 PsDO S(D)A, (D) € Op ST) 5058 
T, 的 复合 ，T 作为 一 个 算 子 (不 论 是 C—C 或 H' 一 HH'), 其 范 数 
«Cla,l,. 对 ， 急 减 , 而 上 SCD)A CD) 上 对 ， 则 是 缓 增 的 ,因此 
(2.3. 12) 中 的 级 数 $T. e (S(D)A, (D)) 按 算 子 范 数 收敛 , 从 而 当 


uEC 或 xE 末 时 (2.3.12) 均 收敛 , ET: CC" "RH'-H'" 
是 有 界 的 . 概括 起 来 , 我 们 有 

定理 2.3.8 APIE, HP T: C CU" A HH” Ges 
是 任意 实数 ,但 a 非 整数 ) 是 有 界 的 . 

下 面 我 们 要 讨论 T, HATRA. 和 经 典 的 PsDO 理论 一 样 , 我 
们 要 证 明 这 种 演算 与 象征 Lr, e 的 代数 演算 同 构 . 区别 在 于 现在 
(x, E) x BF C^, 因而 在 D (x, PREK So], 于 是 在 
PsDO 中 起 重要 作用 的 渐 近 展开 现在 要 代 以 有 限 展开 . 在 PsDO 理 
ith, Op( S ”) 是 略 去 不 计 的 , 现在 则 p 正 则 化 算 子 (其 类 记 作 
OP(S“)) 应 略 去 不 计 . 

在 讨论 算 子 痕 算 时 , 下 面 的 定理 是 很 重要 的 . 

定理 2.3.9 i h(D) € C^ R'NOY XE E Em RERE, aE C 
(p>0 非 整数 ) 具 有 紧 支 集 ， 则 作为 CI CUT KH HT Gus 
任意 实数 , 但 a 非 整 数 ) 的 算 子 

R=hD) oT,— Y) TTy, hD) € OS™”), 


(dta a! 
而 且 有 适当 正 整 数 M,， 使 
IRI <Cla |， lA db enemy. 
证 ”如 前 所 述 , T, 可 以 用 了 。 代替 , 再 注意 到 
(hk (D)u), = (Oo, COu(£) = h° (E)u, (£), 
从 而 (he(D)w), 二 hr(D)w, 知道 Ru 可 以 代 以 


R'u-— 5 5 h(D)a,u, — 5 »» y» T (D'a ),h* CO). 


9 PXq-N, lol 和 [ol e PS 和 9 一 No 
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这 里 用 的 L-P 分 解 假设 是 相应 于 环形 之 序列 {C,} 的 . 再 作 两 个 环形 
EIC GHE CC C, C G;, Bf pg No 时 apu, 之 谱 含 于 
Cl 中 , B a, ECCOME Co 上 go 三 1. & e(£) -h(E)g, (E), WM 
£C C, E] 
h(E) = 2"9(2"*£). 

另 一 方面 , 因 g€ Cz (C), BC Fourier 变换 g(z) € V, 而 且 存 
在 正 整数 M 使 

此 (1 十 | x D^eG) le s CIE ACO lenses, 
注意 到 o7 (6) 3 Fourier 变换 是 (一 iz)" g(x) 即 有 


R'u = 5 5 2m (e(2*D)«, — 5 12i Dra g'? (27D) )u, 


q PXq4-N, lalio) T: 
-3 D 2" fao Cale 270 
9 P&qgq-N, 


一 MA. 
注意 到 au, 的 谱 含 于 C! 中 ,所 以 supp 7, C cy ,而且 
ll <c2"|| 3 p00) (alr PES 


pPXq-N, 


— 1 Fap o-lelo( 220 


fal to] a! 9x° 


«c2" | »» ap | 277 leo lo s EA zz 


pEq-N, 


dt + || u lle 


KCL | a, ler | wo li MR lomy. 
M|u€ HB, I le Sa, ffBlelenz, D< 
Clallam, BAI 9f, EHT", H 


P 
当 ue C 时 证 法 大 体 相同 ， 但 要 估计 | A li, NEER. 于 


gem SC| a l, Nhl es. 


105 


现代 偏 微分 方程 引 论 EEEXEGNEOGNESEEEECRECOEN NEN — 


是 定理 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 讨论 Op( 必 ) 中 的 算 子 演算 了 . 
定理 2.3.10 1) LGE , j=1,. 4 
Ka, = 3| Lay + Dil, (2.3.13) 


letal 2 
8I T, °T, =T, +R, REORCST) , m—m +m. 
2) ik rE) El, 4 
Lr = Y lapüc.o. (2. 3. 14) 


PES 
YT: H>H "之 伴 算 子 T? ^ T, +R, RE OpCS" 7). 
证 1) 我 们 不 妨 设 (zx,6) 二 a(X)h(8), bG.e) —b(x)(0, 
于 是 有 
Ta ° T, = T, o ((D)s(D)) - T, e (&(D)s(D)). 
由 定理 2.3.9, 4 xE H' 时 ， 
T, «Tu — T ( D) A Ts 和 (D)s(D)ACD)s(D))z 


lel&fol € * 
+ T,R(GQO)s(D)u). 
而 且 
TR o &(D)s(D): H — H*"**, 
RET BEÉCIaLIBI, E A o ER on. 
对 上 式 之 第 一 项 应 用 仿 乘积 之 运算 (定理 2.3.6,1)), 有 
T, Ty, h* (D)&(D)s (D) 
= Tas h* (D)&(D)s (D) +R ° ^^(D)&(D)s (D), 
这 里 R: HHN DEC PGBBEClIal Dl. Br 
R o A*(D)&(D)s (D); H — H”, 
其 算 子 范 数 委 Cjal bl, I A eet | kl oe. 
最 后 , 现在 
Ka, = Dy DDC) - KORCA), 


所 以 
106 


UT —  —CEEENEUEENENEENENEXEXS 第 2 章 仿 微分 算 子 理论 


-Èa Tare * À(D)&(D)s (D) -- R'. 
.9 


间 在 定理 2. 3 e. (DD) 换 成 (D) T, 之 余 项 , 但 其 性 质 
综合 以 上 即 知 
T, *T, —T; R, 
R iE (p— m) -正则 化 算 子 . «€ C* 的 情况 类 似 , 而 1) 得 证 . 
2) (E x, Sa(x)h(0) , TENER uvec, 有 . 
(T'u,v)— (u, Tv) = (u, T,ACD)s(D)v) 
= (TZ u,A(D)s(D)v) 
= (T,u ,A(D)s(D)v) + (Ru ,A(D)s(D)v), 


(2.3.15) 
其 中 
| (Ru ,hCD)s(D)v) | 
< C || Ru l| n*e ll &(D)s(D)v || ar 
«Cla » lA M ons Pal ss doll ae , 
X 
(Tau ,A(D)s(D)v) = (h(D)s(D) Tu ,v) 
一 PES s(D)u,v) + (R'u ,v), 
(2.3. 16) 
而 且 


| GR'u,v) I Clal, lh ens DH ullae | vl ge. 
以 (2. 3.16) £A (2.3.15) , 并 且 注 意 到 Te 之 定义 (2. 3.12), 即 有 
(T; — Tr )u,v) = (Ru ,v), 
ME R; H>H YAR, 其 算 子 范 数 志 Clal, Ilh l esty. 
M l(x,£)— $a. (x)h. (£) 时 , 有 
(T7 — Ti )u,v) = (X Ru v), 
IR, Ill s Cla, l, lA, lH ete. 
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因为 | a, l S, I A, leeh BOB. 故 DR 仍 收敛 于 一 个 
(p 一 m)- 正 则 化 算 子 . 

由 于 Cr EH 与 H "中 称 密 ,所 以 上 面 的 结论 对 于 wu€H'， 
vE H "也 成 立 . 2) 得 证 . 

至 此 , 定理 证 毕 . 

我 们 也 可 以 应 用 非 光滑 PsDO 来 讨论 ParaDO. 事实 上 , E 
l(x,€)€iz, 可 以 定义 

Iæ, Du = (Qu) [et (z,8)a(8) de. 

因为 象征 ix,&) 对 xz 的 光滑 性 只 是 C* 类 , 所 以 经 典 PsDO 理论 的 
许多 结果 , 例如 渐 近 展开 在 这 里 都 不 适用 . 但 是 我 们 有 

定理 2.3.11 ŻEL, B. p m, 则 对 一 切 s m— p. Ix, D) 
— T, X gk H^ 到 H 的 有 界线 性 算 子 ， 这 里 s «minlp,sd-p— m). 

证 “不妨 设 (xe) a()h(0. a(x)€ C BRE, ACE) 
€C^(R'N0)& m REX RM. 于 是 对 uE H', v—-h(D)u€ H”, 
而 T;u-—T,-A(D)u-—T,v, 


lvl — [aH 61077 10) 1?d 
= [acl eie LAG) Ide 


= [a-- ete Lei LAG/T e DECE) [de 


« C pA M ec luli. 


因此 
Tiu 一 Mz,D)z = T» — a(z) 22) [eth (aE) de 
= 了 .pv 一 Ma, = Ta 二 R(a,v). 
P4 
这 里 
No-1 
R(a,v) — 5 QU, = M Rj(a,v) 
Heal No 5 一 一 No+1 
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j « j 
容易 看 到 supp f; C B(0,C2*), 而 且 
il Kj I Dx Il ayj ll L” ll Vg I L? 
<C | a | Z? | v|| yo 2 c; 
<Ci ajal h ll eem Iuli a 2 cg, 
REl € PG 固定 ). 对 7 由 一 No 二 1 到 No — 1 求 和 , 即 知 当 s 十 
p m0 B], R(4a,v)EH "tr, mH 
l| RI ye x Cla » ll A M oct Iul g. 
对 于 Ta, WE 
Ta = DS, (wa, 一 MN. 
这 里 supp f; C Ci, ME ' 
lA le xm a iie IS, e 
xClal,lvla2* ») reme, 


-ISPS No 
lol EP. # s— m0, M 177 277^ «C. Jp GERI e 之 0 有 
Ta EH; E s m«0, M $77 5 277m, «C207. ER EGRE CE 
X£620, Ta E HT", d: s—m-—0, Rl Sa Vena, Tm 
Vom, (E) = (271 £)o(£). 
Zi (x) pE% Fourier 变换 ， 则 g(x) € (R"). 而且 
Vou, (2) = vx 27 NS) g(2*N x), 
由 Hausdorff-Young 不 等 式 ， 
Ifa M sas lim d Vin, li 
«Z"lal,ligls lvl 
«C2* 2*vc9 
故 对 任意 608 Ta € Hr*“*. 定理 证 毕 . 
推论 2.3.12 1) 若 LEl?, 则 T 一 1(x,D)EOp(S “), 从 而 
对 任意 s,s， Ty, IG, D): H'7H', 48€ oo, TT 一 L(x,D); 
C-C 均 为 有 界 的 . 
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2) X pm, RI T, -IGr,D): L'L* 是 有 界 的 . 

3) X p—m, Nl T 一 I(x,D): H>L 是 有 界 的 ， 这 里 620 X 

推论 2.3.13 it 1€ I7, u€ op，UCR'X(CR 0) 是 一 个 开 锥 
形 集 . 
D 车 在 U 上 1Cz 6 一 0， 则 Tue 在 U 中 微 局 部 地 属于 
H*"**, Fg Tiu € H” (U). 

2) #u€ H (U), 则 Tj, € H'(CU), t7min(sctp-m,s' —m). 

证 ik klx, £) EC” (R'X (R"NO) OS. E EE XGIEGEABS , 对 工 
有 紧 支 集 , 而 且 supp k(r,£) CU. 现在 看 k(x,D)Twm 的 正则 性 . 事 
E, 由 推论 2.3.12 之 1), 

k(xr,D)Tau —T,* Tu +Ru, RE Op(S™), 
T, » Tiu = M lTuonu +R'u 


lizie a! 
—R'u. 
这 是 因为 supp£ N supp! = Ø, tikak - D:L—0. R'€ Op(S""). 所 
BA k(x,D) Tiu — Ru R'u€ H*"**, 而 Tu € H^""*(U), Mif 1) 
得 证 . 

为 证 2) 仍 用 上 述 的 k(x,8), 并 作 E Cx, eo (x, 6) € CT (R' X 
(R"\0)), 且 对 & 为 零 次 正 齐 次 , 对 x ARLE, 而 且 k tk =l, 
supp ki CU, HÆ supp (x,£) E ki —1. "FE uc (ib eu, 在 
supp k 上 &,—0, 于 是 

k(x,D) Tiu =T, » Tikı(x,D)u +T, ° Tib; (x,D)u- Riu 

=T; ° Tii(x,D)uc- T, » Ti; » Tou 
+Raut Ru, 
这 里 R,,R, € Op(S 7). 和 前 面 一 样 可 证 T,» T,, 是 (p 一 m)- 正 则 化 
算 子 , 所 以 DTST,u€ H”. 另 一 方面 , i (x,D)u€ H”, B] 
Jb, T, Ti (x,D)u€ HE ^. RERNA &(x,D) Tiu € H', 从 而 Tu 
€ H'(U). 推论 证 毕 . 
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以 上 , RIET T, 与 1(x,D). 但 实际 上 T, 本 身 也 是 一 个 
PsDO, 即 有 
定理 2.3.14 车/Ei，o>0 非 整数 , 则 T, 是 OpCSr 0 
PsDO, 其 象征 为 
eC) = X S, Ux, E) pE). (2.3.17) 
证 ”注意 到 
Tiu = (2x) | erig ( T; )u(£)d£, 
我 们 只 需 验 证 o(T,)€ S BES. 为 此 不 妨 仍 用 球面 调和 展开 
(2. 3. 1) f (x, 8) -a(x)h (6), 于 是 
c(T;) = SS,()h(Oo(Q7£). 
它 显 然 是 C”(R" X (R0) Bi, 而 且 其 各 项 对 上 有 紧 支 集 于 C, 
内 . 
3:98 6 (T,) = X) BS, la) - 30(h(£)g(27*6)). 


HT a€cC^cL, KWA 
| asS,(a)(z) ll p" X C298 ll a Il LU. 
注意 到 在 C, E, [8| —2*, EXXRIFHSCCLT [el ) Poft, 同样 
| a£CA CE) (2 *6)) | 
— | 5 Cah (€)2 ul ge (27) | 


aj tas =a 
= | 5 Cah (E/ | £ D) | £ | 71e 27e! glo2) (2^*£) | 
aj ta, =a 
«CI Al ens T £8, 
合并 起 来 即 得 


| 2:25 0 (Ti) (S CO | e Dnm nnm, 
证 毕 . 
但 是 Op(STi ) 类 是 PsDO 中 的 一 个 “ 坏 ” 类 . E，M. Stein 证 明 
HEE H'U-H'(G20)8] 859 "-r, 且 其 范 数 随 ;一 0 而 趋向 cc. 但 
一 般 说 来 , 它 不 是 上 L( 即 H'") 一 上 的 有 界 算 子 , 而 且 可 以 找到 反 
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例 . 研究 这 一 类 PsDO 是 很 有 意义 的 问题 , 这 方面 的 结果 可 以 参看 
Hórmander [ H66 ]. 


2.3.3 一 般 开 集 上 的 仿 微分 算 子 


现在 可 以 讨论 在 开 集 QCR"” 上 的 仿 微 分 算 子 . 在 前 面 我 们 总 假 
设 了 象征 !(z, 纹 对 工具 有 紧 支 集 . 这 个 限制 现在 也 将 放松 . 
定义 2.3.15 NCR 是 一 开 集 , msp 是 实数 ,p>0 非 整 数 . 
ELE 是 定义 在 人 XC(R"\0) 上 的 下 述 形状 函数 的 空间 : 
[Lp] 
L(x) = Dlr,€). (2. 3. 18) 
k=0 
L,-,Cx OFERTO RANOR A mok k ERRAK. 对 一 切 
Qs Dil m-i Cr E) x 均 属 Ch“. 
LELE 中 的 运算 : 若 La, DEI, j=l,2, 


L#k= ÐP Fayh, Da (2.3.19) 
lal tk, Lo] € $ o 
p= MX ERD Ina (2.3. 20) 
laeso] € * 


定义 2.3.16 ZL: 9 (0) 一 9 (0t —i& 8 € X. mo 为 实 
Jk, o7» 0 非 整 数 . LAN 上 的 m Bp X ParaDO 是 指 ， 存 在 
Lx,6)EEr, a X 4 KCCO, AA K 附近 恒 等 于 1 的 
CY (QE y, 

L—xTy: Hus (O7 Hi ^ 

对 一 切实 数 s 均 为 有 界 算 子 . 这 种 算 子 之 集合 记 作 Op(5”), (Gr. 
称 为 上 的 象征 . 

E L-—XxT,: G> GE 对 一 切实 数 g 均 为 有 界 算 子 ， 则 
记 L€ Op). 

显然 , L: Hi.(Q)- Hi." (OQ) —WU)SEER s 3525 8 889. 

关于 仿 微 分 算 子 有 以 下 的 基本 定理 . 

定理 2.3.17 HACR 是 一 开 集 , mop EXC, 70 非 整 数 . 则 

D LEOp(5”)( 或 Op(57)) 有 唯一 象征 ol(L)E Xr, 它 定义 了 
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象征 映射 
e: LE OpZ) (ROPID) — XT 
Ac—^HÁ. XX kero disk Hie (DA Hi" ^ Q8 8 EAE 
构成 . 
2) € LEOR) (或 Gp(5")), j= 二 1,2, 则 有 
Li o L; € Op(Z *) (Op(Cz 7) 
olli ° L2) = olli) #oll:). 
3 £ZL€OpGD (或 Op(5")), WA 
L' € Op(ZD (OpGz», 
olL) =od). 
4) 若 LEOp(CSY?o) 是 一 个 适当 支 的 PsDO， 其 作为 PsDO 的 象征 


oy(L) ~ Sag. 
k=0 


| 则 对 任意 op 之 0( 非 整数 ) 均 有 LEOpC5”) CROP GT. 
[ao 
olL) 一 X) lmala, ê). 

证 ”因为 对 于 OGS SOONER EH, 我 们 只 讨论 
OpCX7). 下 面 从 2) 开始 , 而 将 1) 放 在 最 后 . 

对 2), 只 需 证 明 c(Li) So(L;)-1 # l: =o(L,° L;,)B[nT. 任 给 
紧 集 KCCAQ 以 及 wuE H (K), Wyl) EC (OME K MAE y(r) 
三 1. 于 是 

Li e l =L Ty, u Riu) 
—Xla- MN e Reu +R, o yT, u +R: © Rou 
—YyTa, ° uu Ru, 
EUER. PIN 75 j=1,2, 是 p 一 mj 正则 化 算 子 . 很 容 
易 证 明 
XT z, o R, R, 。 Ty » R, e R: 
部 是 映 HR e HD SERERE 余下 的 只 是 要 讨论 
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Ta "XTw,. 因为 XE CP CS, 所 以 作为 一 个 0 阶 PsDO, 有 x 一 
T,€Op(S 7). X^ 8 REN yst yli— y! h, 所 以 

XT ° xTu,u— XT y, * Tgp u + Rou 

= yT p sgu t Ru, 
这 里 R, : Hio (K) Him C^. 现在 证 明 xTw, en STan us TR, 
Ra Hil K) > Hom 7. 

为 此 注意 yh 8 b) xli b, VE y, € C (2) flit supp y ME y = 
1,， 则 在 supp u 89— ASRR y 1; — y, 2 一 0, 从 而 由 推论 2.3. 13 之 


1), Ty, Ty, : Hus (K) Hu ^. 从 而 

Ty sg, 一 Tu, 23h 十 R= Tn - +R’, 
R' Hu (K) Hion ”综合 这 些 结果 有 

Tu ig = x x, xl = xli xls == Tu exit 


= Tyne) mod (p—mi — mi) -正则 化 算 子 . 
2) 于 是 得 证 . 
3) 的 证 明 与 2) 相似 , 不 再 重复 . 
对 4), 4 G6 了 ,Ls(z,6), 仍 用 前 面 的 记号 
Lel 
Tyu = x È lma GS D)u XCTI, — yl (x,D))u. 
但 因 L€E 如 ,所 以 x(Ty 一 xL(x,D)) 是 正则 化 算 子 . 又 因为 当 ze 
K BC1—)1(x,8)920, 故 对 uE Hiom(K) 有 (1 一 x:)i(x,D)uE 
H^. 因此 我 们 有 
Lu — xTuu —Lu — l(x,D)u + Ru 
一 5 lalz, D)u + Ru, 


k=[p]+1 

由 于 RR 是 oo 正则 化 算 子 ,2 ,inlm4(7x,D) € Op(Sr 7), 所 以 
L— yTy: Hu(K)--H Hi ot. 

对 1), 先 证 明 c 是 满 射 , 即 任 给 LE Xr. MERE] L € Op(7) 

fi c(L)— L. 为 此 , 作 0 的 一 个 局 部 有 限 的 可 数 覆 盖 |0,1, 这 里 
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CCQ, 又 作 从 属于 它 的 C^ RIA ESI. * y, € Cc (2 ) 且 在 
supp e; 附近 Xx, 二 1， 于 是 我 们 定义 

Lu = Dx Tw Ga). 
这 样 定义 的 工 是 3140) 到 90) 的 线性 算 子 . RAZER LREN 
RAI Op(37 ) 算 子 . 

先 证 工 是 适当 支 的 . 任 给 紧 集 KC CO, & K= U supp y,, 
Ik= lj KANGAD. EN29 10; ZARARA, 所 以 Ik 是 有 限 集 ， 
mK (55 Q 的 紧 子 集 . XE supp 4C K, W4 jé Ik 时, gu=0, 从 
而 

Lu = X x, T, gi). 
T supp Lu c uU supp y, - K', 即 仍 在 Q 的 一 紧 子 集中 . 另 一 方 
m. Zi supp «(1K' — (2, 则 对 任 一 JE Ix, iu 一 0, 因此 
Lu — Yx, Ty (pu), supp Lu C CK. 


je ly 
以 上 证 明了 上 是 适当 支 的 . FAE. E&L 的 一 个 象征 . 
EARE KOCA, l'e y€ Ce (AEE K PH y 1, i suppu 
CK, M 


Lu — yT yu = ZT (gu) — xT qu. 
J€ Ig 
由 Ix 的 定义 , KIM r€ KH e = 1, 所 以 XTux = 
20 e xTu Gy). 代 人 上 式 即 有 
Lu — YT qu = 2j Gc, — 30 Tui — XT ioa). 
因为 在 supp o; E x! - i0, 所 以 后 一 项 一 xTw-x (eju) € 
Hum". XBiyo-x€C6.Q,-73)— T,-, €OPCS 7), 因此 
Lu — yT4u = 2; T, , * Ty (gju) + Ru 
ISIK 


= 2 Ta-ori (pu) + Ru, 
j€ Ik J 了 
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R: Hu(K) Hass 再 一 次 利用 在 supp g; E y, — x 70 知 第 一 
项 也 是 p 一 m 正则 化 算 子 . 因此 © L 的 象征 . 

至此, 除了 象征 的 唯一 性 以 外 , 定理 证 毕 . 

为 了 证 明 象 征 的 唯一 性 , 即 证 明 若 LE€ Op(37): H>H, 
相应 的 象征 必 为 0. 而 为 了 证 明 这 件 事 ,要 对 仿 微 分 算 子 证 明 一 个 
与 椭圆 PsDO 必 有 拟 逆 相应 的 定理 . 这 个 定理 本 身 当 然 也 是 很 有 意 
义 的 , 其 证 明 也 与 PsDO 的 情况 类 似 . 

定理 2.3.18 HIEI, k€ XT HÆ supp k f& —4£ Ap XE, 
lx, 750, 这 时 必 存 在 有 ,hE5r ”使 

l#h =h #1 =k. (2.3.21) 

证 $ 

l(x,&) — la (£E) d t lma lE). 
则 在 supp k 的 一 个 锥 邻 域 上 , alr, E0. 于 是 令 
h(x,8£) — hys (x,8) + F hus (TE), 

HERRER hw-n-r. 在 supp k E, 令 hys (xr, 8) kr E) /L (x, 8), 
在 supp 之 外 , 补充 定义 A, 0, 则 hw-m 已 得 . 这 样 下 去 , 如 果 
hus (x,8) ,hw-m-jt1(Zz,€) 都 已 得 出 , MAE EH m 一 m,m 一 
m-—1,-,m' 一 m 一 jo 十 1 次 正 齐 次 函数 , $ 

lou, » Dehw wy， 


a! f 


Lh urs, 一 ks 


lal tj; a 一 和 

易 见 可 以 在 supp & 上 求 出 Ai 为 的 me 一 六 次 正 齐 次 函数 . 然 
后 在 supp k ZIREN hus; 29 0, 即 适合 所 求 . 

h(x,§) 的 作法 类 似 . 

定理 2.3.19 i LC Op, /二 刀 十 … 十 lrj 是 它 的 一 个 象 
征 , BASER p >04 L: H' 一 HH-"t* 为 有 界 算 子 ， 则 1 (zx,&) 
一 0. 

象征 的 唯一 性 可 以 利用 这 个 定理 依次 证 明 Lom Lom 
lnt 770 而 得 . 

证 我 们 用 反 证 法 , 并 设 在 某 点 (z ,5 ) 的 一 个 锥 邻 域 中 LL (xL E) 
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#0. 于 是 可 以 作 一 个 0 阶 PsDO K, 使 它 的 主 象征 Eo (xo ,5 ) 天 0， 
而 且 suppe,(K)C (2,8); L,(x,£) #0}, HEM 2.3.18, KVA hE 
5", ELl#hS5k t +k- MAER 2. 3.17 之 1) 知 , 有 HE 
Op(X, "813 
K—L*H-R, RE Op(S?). 

TE K: H"H", 但 0 阶 PsDO 当主 象征 微 局 部 地 不 为 0 时 
不 可 能 映 HA HT. 这 就 是 矛盾 . 

下 面 我 们 把 有 关 算 子 演算 的 一 些 结果 归纳 为 

推论 2.3.20 1) 对 d>0, Op COP G4. 

2) S L€Op(272, p>l, 若 主 象征 o,(L) 二 0, MLE 
OpG i). 

3) X«L Lj€OpG?7), j21,2, g»1, 则 其 交换 子 


m; tm,— 


[LL] € OpGz* )， 
os ema Ga La) = H lon, La) os, O41. 


£ 0px, HEL LJE OGP "* )， 但 其 象征 为 0. 

4) jRUCCQX OR'NO) 4 — 7E 4&6 X, 车 LC OpCE2), u€ 
HV DNH U), A) Lu€ H'(UD, r—min(t—m,s—m-c pl. X 
s(L) —0 FU E, 则 Lue H^ "**(U). 

这 一 事实 还 可 以 表述 如 下 : O Br PsDO M 的 象征 在 U 的 某 个 
紧 锥 邻 域外 为 0, 则 必 可 找到 同样 类 型 的 PSDO M, 以 及 VE Co (2) 
使 

li MLu |. « Cl Mul, + Igul}. 

在 下 面 的 讨论 中 , 一 族 ParaDO 1{L 的 有 界 性 是 有 用 的 概念 . 
我 们 给 出 其 定义 如 下 : 

定义 2.3.21 算 子 族 {L;}COp(C3”) 称 为 有 界 的 ,是 指 

1) 对 于 4 为 一 致 的 适当 支 : 即 对 任 一 紧 集 KC CQ, 必 有 另 一 
紧 集 KECA, 4E 531—322 A HP suppu C. K > supp Lu C Ki, 以 及 
supp u N K, = Ø => supp Liu N K = Ø. 
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D 象征 族 对 4 一致 有 界 ， 即 若 久 一 D) hnst Li 的 象征 ， 
则 对 任意 a€ NAA e| —1, Diha S —3A 属于 CP OQXS") 
的 同一 个 有 界 集 M.. 
3) 对 任 一 紧 集 KCCQuA&K 的 某 邻 域 中 为 1 的 YE 
C; QD. Li—xTya, 作为 Hus (O77 Has 的 算 子 ， 其 范 数 对 人 有 界 . 
fn, ix (1— AA)! x1 34 A0 EJ, 在 Op (Xi) PER, 
lay(1—AA) ! yl, A20 在 Op(; RAR. 


2.4 非 线 性 偏 微分 方程 的 仿 线性 化 


一 般 的 非 线 性 C 函数 下 所 成 的 方程 
F(x,uj,,ugy)70, x (m,.x) 
可 以 看 做 是 0 阶 非 线性 偏 微分 方程 . 当 我 们 从 这 个 最 简单 的 情况 开 
始 时 , 首先 遇 到 的 问题 是 : 其 左 方 , 作为 zx 的 函数 xi ,… ,un 的 复合 
函数 , 应 如 何 定 义 ? 2.2 节 中 的 定理 2.2.9 讨论 了 下 中 不 显 含 x (这 
并 不 是 本 质 的 限制 ), 而 且 E HL" AiE. 证 明 过 程 中 用 到 连 
续 的 L-P 分 解 , 而 将 F(x) 写 成 
F(u) = F(u) t a(z,D)u. (2.2.21) 
这 里 , u 即 是 L-P 分 解 中 的 u-i, 而 a(x,D) 是 S11 型 的 拟 微 分 算 
CT. 我 们 不 妨 称 它 为 第 一 线性 化 公式 ,但 因 a(x,DD) 属 于 一 坏 类 , 使 
用 不 甚 方便 , 所 以 我 们 再 设法 用 一 个 仿 微分 算 子 去 代替 它 而 得 到 另 
一 更 为 方便 的 仿 线性 化 公式 . 
Bü F(u)—w-—wu-u, WR w€C^, o0 非 整数 , 则 用 仿 积 
ARERR: 
u» u = T,u + T,u + Ru = Tau + Ru. 
R 是 一 个 gp 正则 化 算 子 . 较为 一 般 地 有 , E Flu) u 的 多 项 式 ， 而 
u€C*, p>0 非 整数 , 用 数学 归纳 法 易 证 
Flu) = Trout Ru, 
Ru€C*, S u€ H', s>n/2, Wlgitk A E RE o n] AU E SV ER MZ, 而 
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Rue H*" .一般 地 我 们 要 证 明 

定理 2.4.1 ( 仿 线性 化 定理 或 第 二 线性 化 公式 ) RE FG sns, 
ux) C” AA mE F(x,0) 二 0, 则 当 wj(x)EH', s>n/2 BAKA 
集 (或 YDE, p> 非 整数 , 且 有 紧 支 集 ) 时 


N 
FG in mu) = D Toroa uj FR, (2.4.1) 
i € RC H" "(Si REC”). 

(2. 4. 1) 称 为 仿 线性 化 公式 . 

证 4& ux (xr), e, Unya (x) m a,, Jill Fx, u) P VAL 5s 
F(u), fü u 是 一 个 (N 十 n)- 向 量 . [Bn sn EH. 由 于 我 们 在 定 
理 中 假设 了 uu,… ,un 有 紧 支 集 , 故 不 妨 设 有 某 个 紧 集 KCR" 使 在 
K bui, us 0. MERX v, (x) € C (R'), i 二 1,2,…,n 使 
当 xEK 时, v(x+) 寺 x;, 有 v(x)EH', s>n/2 GE v(x)€ C^, p> 
0 为 非 整 数 ), MARKA F(x,u)mF(um wma) 因此 下 
面 可 设 下 不 显 含 x 4m5F(Q),HF(0)—0. 又 为 简单 计 不 妨 设 x 是 
一 维 向 量 , H u(z)€ C'(o0 为 非 整 数 )，uE€ H 的 证 明 与 此 类 似 . 

作 x(z) 的 L-P 分 解 

u(x) 一 Du,(z), 
p=—1 
并 记 
Xu Du,(z), 


p=-1 


显然 Bu E C”. TA «cc, i lu, lo C27 ^, 所 以 上 述 级 数 
— IW SF ulr), 而 有 
F(u) = $3 G(Z,u) — F(Zzau)) (2. 4. 2) 


这 里 假设 3_ sx = 0. 但 由 中 值 定理 ， 
F(Z,u) 一 F(X,4 u)-— F(X,au T up) 一 F(X, u) 


1 - 
mf Fin T tu,)dt 


— m,u,, p=0,1,.…. 
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代入 (2. 4.2) 并 用 Fourier 变换 ， 有 
F(u)= (2m) [e 3m, Ge, COaOde 
= L(x,D)u. t 
但 这 就 是 (2. 2. 21) 式 , L(x,D)E Op(St), 其 象征 为 
oL) = 31m, GO, (8). 
现在 把 Trea 也 化 为 PsDO.. 应 用 仿 积 的 定义 元, 即 (2. 3.3) 式 , 有 
Truu = ISEW), (2.4.3) 
SFE u) = 2 n = Zyn (F'(u)). 
代入 (2.4.3) 有 un 
Teu = Gy" fet D Gus CP Q0) 00e, Cà GA. 


I& A (2. 4. 1) BIA R 也 是 一 个 PsDO, 而 其 象征 是 
c(R) 一 oa( 工 ) —o(Tz(4) 


= 31 n, G) — E, a C Q0) 02g, C2) 


十 >, m, (z), (D. (2.4.4) 
现在 我 们 证 明 REOS). 实际 上 , 第 二 项 是 一 个 CT HEEL E 
有 紧 支 集 , MARTS”, 以 第 一 项 象征 作 PsDO, 作用 于 x(z) 上 ， 
记 之 为 
wa) Qu) [e S) Gn, G) X, C G0) G0 CD CO dé 
= MuG)uG)- * wx), (2.4.5) 


v(x) = m,(x) — Spn- (F (u)) (zx). 
我 们 要 用 定理 2. 1. 7 的 4) 来 证 明 wr) € C^, 因为 在 那里 并 不 
要 求 分 解 式 w(z) = 2) ,>w Wr) 中 的 各 项 之 谱 zs(6) 有 紧 支 集 于 
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一 环形 之 中 . 显然 w (x) EC ”, 因此 为 应 用 此 定理 仅 需 估计 
Diw, (zx) 即 可 ((2.4.5) 在 9Y 中 的 收 伍 性 在 作 完 估计 后 自然 得 出 )， 
而 为 此 又 要 分 别 计 算 Div, 与 Dzu,. 

先 计算 Dzo,, 为 此 我 们 对 mx, (x) 进 一 步 应 用 Taylor AX: 


ms (x)= [FG (u) + tus )dt 


= F' (5,1 (u)) + wf F'(, (u) + tu,)(1—t)dt, 
而 有 
v(x) = (F (5, 1(u)) — E, xa (0E ())) 
us [ FG Q0 + tu) (1 — dt. 


在 计算 Dv, (x) 时 先 看 第 二 项 , 注意 到 FE“ (3 (Qu) t tu, ) 之 变 元 的 
谱 适 合 supp (Spa (u)-- tu,) C B(0,C2^), ik Bernstein 引 理 ( 引 
理 2.1.6) 有 
ll Dz Cia (u) + tup) | < C2, 
4 lal —0 BIA F"( ) 中 变 元 之 值 恒 在 紧 集 | . SCH, 在 其 上 F” 
之 各 阶 导数 值 有 上 界 , 从 而 经 计算 后 
| DF” (Sp (u) + tup) || < C2". 
用 链 法 则 以 及 定理 2.1.7 中 的 1) 之 2) 即 知 
Il Dru, [F^(,. (u) + tu,) (1 — t)dt || > « C279, 
再 看 下 面 的 估计 , 即 要 证 明 
I DECE (Zp (u)) — Za (F G2)) lli? < C2, 
(2.4.6) 
现在 分 两 种 情况 考虑 : Bi Ooxlal-p, 因为 F'(f)€C^, 所 以 
D:(F’ (5,1(u))— F'(u)) 
= O3 (F (3m (u))D? (Sp (u)) D* (a Q0): 


a—ay tae, 


— pam (wn) Du Du). (2. 4. 7) 
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再 一 次 应 用 引 理 2. 1.7 经 计算 后 可 得 
| F (Epa (0)) — F? (u) bb im 
< max | FH? | | Epu — u |l e 


< C, | up docs im w 


x 5» luu lc 


oo 


C2, Uc C2 (HE DO) 


注意 到 
| DES p lu) — u) lx C29, 
| F (Zp u) li x C, 
l| Fe (u) l< C, 
| DFS La Qu) l| o C 
| D?u lis C, 
这 里 C 3355 p 无 关 , 代入 (2.4.7) 即 知 当 |a| <p 时 ， 
Il DECE (Spi (22) — F'Qu)) Ni < C2^ 79, (2.4.8) 
BHE, 由 于 F'(4)€C*, D?F'())ec* ,可知 
l| DZF'(u) — Ern,- (GP ()) lli S C259, (2.4.9) 
综合 (2.4.8) 和 (2. 4. 9), 并 代入 (2. 4. 7) BIG Oz lal po 时 ， 
(2. 4. 6) p xz. 
EXE lal Zo 的 情况 . 由 于 F'(u)e€C', 所 以 我 们 一 方面 有 
| D'S pny- (F (u)) | L™ x C2*»l-o , 
另 一 方面 又 容易 如 同 (2. 4.7) 那 样 来 计算 
DEF’ (5,1 (u)) =) F**" (5, WDE Ga Q0) D G2, (2), 
以 及 
2j a; | 一 po) <S 2j la; Il-p7lal-p 
而 有 
| DF (Spa Q0) | s S C2*179. 
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所 以 当 |a| 之 p Ib, (2. 4.6) ERX. 
后 注意 到 Dw, 一 >) C2D?v,D?u,, RIKI 
aja =a 
|| Diw, || ^ « C2^07 , 


因此 wlr) €C”. 

uE H' 的 情况 证 明 类 似 , 至 此 定理 证 毕 

我 们 时 常 要 应 用 这 个 定理 的 局 部 形式 和 微 局 部 形式 : 

定理 2.4.2 i£ QCR" 为 一 开 集 , ul ，… ,unE€ His 52/2 (或 
€ C^, p>0 3E 3E O 28 X HRK. F(z,y)，zER"，yER 是 定义 在 
Gri ttu CT) un GOD GE QUB EM] C^ d dk, IA ASF/2u, 
为 象征 的 ParaDO A; 使 


N 
F(x, ,ulx)) 一 MA; € Hip"? < 
j=l 


E046 A GRECO). 

事实 上 , WEE KC CO, le y€ Cr (OET K MGE y, 从 
而 FG a) mm F Gr gu). Ti Aj; Tyr co Xt € ren C*) 于 
K 附近 , 再 应 用 上 之 定理 即 得 . 不 过 我 们 未 设 F(x,0) 二 0, 这 是 因 
为 

F(x,y) = F(z,y)— F(x,0) 4 F(x,0) 
= Fi(x,y)tF(z,0, ECz,0) € C”, 

而 F(x,0) 二 0. 对 Fi Ge, y) NE FHSERE 2. 1. 6 即 可 . 

定理 2.4.3 对 & 和 下 的 假设 同上 ， 著 再 令 u € HG, ap (或 
uj € Ct... oO» A 

F(x,w)€ Hisp? yxs.y«2s-—n/2 

(GR FG u) € C6,» o min(p' ,2p)). 

下 面 我 们 要 将 一 般 的 非 线性 PDE 

F[u] = F(x,u,--,9*u ,- pen = 0 (2.4. 10) 

仿 线性 化 . 这 里 FC C" (QX RP) E— Sci ERÉR, N—i&& gl im 
的 24 之 个 数 . 我 们 考虑 (2.4.10) 对 z REE AETA Bp 
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下 [zj 一 5 (M. Aa (x, u, ,9 u 7) a u) 
ko < bm IE 
+ Aa, Gc, usn ,OR Lr) aca, o (2. 4. 11) 
这 里 p(k) 过 ,而且 规 定 : X A, 只 含 x, 则 取 p(k)— —oo. 又 记 
d = max [i , 1-202 (2.4.12) 


E FGEHARUERU, C k—m. p(m) m—1, k —m-—1, 从 市 d= 
—1/2. 若 下 是 半 线 性 的 , MA km, p(m) —0, & —m—1, 从 而 
d-m-—1. X F (o u 是 非 线性 的 , 则 p(R) — —oo, k; —0, 从 市 
d=0, 若 下 是 线性 的 , 则 规定 d— —oo. 如 果 A,—0, 则 可 得 到 ko 
阶 完全 非 线性 PDE. 总 之 (2. 4. 10) 是 很 广泛 的 一 类 方程 . 

如 果 xE Ch., po>0 非 整 数 , 而 且 p maxi p(k), ko}, Mh EE 
2.4.2, (2.4. 11) 中 的 AL, A 都 是 有 意义 的 . 但 (2.4. 11) 中 还 有 乘 
RA, ax ,由 仿 乘积 的 定理 知 它 mod Co (pi 是 适当 的 数 ) 也 是 有 
意义 的 , 于 是 我 们 有 

定理 和 定义 2.4.4 iE u€ C6, (2D. p>max{p(k),ko}. 令 


Per, = J, Felrsu,.) GOF, (2.4.13) 


18l >2d--p 

F,—2F/2u, GX 9. A ug Wafu), 则 PC, E) € Ezrom- ŽARA F 88 
象征 . 18| 王 mma 的 部 分 称 为 下 的 主 象征 ， 记 作 Palè). 
(XE 首先 注意 到 , 因为 p>>max|k。 ,p(k)}， 

m Ze maxik, ,k| > max{ko ,p(k)| =p, 
mE p + mz maxi2k,, p(k) +k} — 2d, MifuZd— pm. 这 样 
(2. 4. 13) 中 确实 含有 |18| =m 的 项 , 所 以 定义 主 象征 为 P(x,é&) 中 适 
&lgl ^m 的 项 是 有 意义 的 . 

现在 证 明 P(r, £) EEn P(x,é&) 中 含 两 类 项 ,其 一 是 将 

Au 的 因子 9"x 1 75 (18)* 而 得 

A.(r,u(x),"-)0*, | a |> 24 — p. (2. 4. 14) 
因为 A,(， PAu E C"? = ce m (REI Kpa), ifülal = 
&) ,所 以 这 样 的 项 对 于 x 属于 CR (0) , WHIT € E la KER 
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性 函数 . HEX, En (0) 应 为 的 m 一 k& 次 正 齐 性 函数 之 和 ,所 以 

(2.4. 14 8] Rz ^F m— k— lalB[l k&—m—lal. 这 一 项 对 x 应 属于 

CAHEN 2.3.15), 但 现在 (2. 4.14) 对 工 属 于 C ”中 ,所 以 
pm—k=pmtlal|>m=p—pllal), 

从 而 


(cm pgtm-—lal— (lal) Z et m— 2d. 
所 以 这 一 类 的 项 均 属于 XD. 
第 二 类 的 项 是 由 A. (x,u, ‘OR, Ut) Fu 对 A, 内 的 ax 


Doaa A 3A, dD un us 
求 导 而 得 ， ELO u. (B ga E CIT D Fu EC, 这 里 po 一 
ba lal, 因此 Ct COL V 所 以 

(ip (2.4.15) 


是 C 亿 "中 两 个 元 素 之 积 ，Cf Mg 一 个 代数 , REANA) 
«peal), 所 以 
e-lalzp-laltliBl—b(lal 
Z pd B— 24d 0. 
总 之 (2.4.15) 对 属于 Ch" ,对 是 |8i 次 正 齐 次 函数 . 与 上 面 的 
推理 一 样 , 它 属 于 XN. 
o = p+| Bl—2d+m—lB8|= ptm- 2d 2 0. 

合并 起 来 即 得 P(x,&) € X, lN). 

下 面 我 们 要 作 以 P(x,é&) 为 象征 的 仿 微 分 算 子 , 而 得 到 仿 线 性 
化 的 基本 定理 . 

定理 2.4.5 设 wECh.C(Q) 是 方程 (2. 4.11) 的 实 解 ， p 0 非 整 
žk, Hp max(k pO). 以 P(r,E&) ((2.4.13)) 为 象征 作 ParaDO 
PEPS n-a), E gd, st Pue ġa”. 

S 4€ Hu CO fo s>n/2+p, p>d— n/4 时 ， 4 PE 
Op, 442.8. Pu€ HE” (0). 

证 ”我们 只 讨论 x€ Cf.(0) 的 情况 , 并 且 只 考虑 下 为 (2. 4. 11) 
的 一 项 A, 2*u CA, 一 项 容易 考虑 , SERE), 并 且 分 成 几 种 情况 . 
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1) A 和 2d 一 p, 则 p—k>2p—2d>0. h Fau € Cf (Q)C 
€ (a), 
A, (2,4, 9f uer Jigen € C" (DECR DCE (2). 
因为 Ce “(0) 是 一 个 代数 , e Au ECE (Q). 
2) k2d—pHp-—ksz0. $ R, 是 以 A。 为 象征 的 零 阶 ParaDO 
应 有 
A.u — Rau 一 veECc(O)， 
XE o=p— p(k) +p k>2p—2d>0. 于 是 以 A, (i£)* 为 象征 的 
ParaDO PE OpCXz- yw ) COpGTS ua). 
3) k>2d—p {B p—k>0. 这 时 仍 有 A, ECO, gue Ct *, 
以 它们 为 象征 作 ParaDO R, 5 S, W 
A,J'u = R,3'u + SA + w, (2.4.16) 
wi € C (0), o=p— p(k) Ho—k>2p—2d (2d>k+p(k)). 对 上 式 
的 第 二 项 , 又 用 9A, Aus 为 象征 作 ParaDO T,,, 由 定理 2.4.2 有 
Au = J) Teau +w, (2.4.17) 


lg pte) 
w: € C, (0) , o=2(p— b(kR)) Z2p— 2d. VA(2. 4. 1?) f& A (2. 4. 16) 
有 
Adu 一 Ra + M, S,T.49*u +w + Sw. 


Igi p(k) 


因为 S, , Ta ARE 0 By ParaDO, mafu € Ct: (A), 所 以 STe u € 
Cf. ^ (Q). BREF | Bl «24 — o 的 这 一 些 项 属于 C& (0), 记 为 
w, 有 

A,2'u =R, u+ 9, S,T.2fu +w + Sw + ws 


1gl724—p 


一 Ra 十 3 S, Tyu +w, 
18[>2d-p 


其 中 mwEC& (a). 所 以 , 用 
aet D EE 
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为 象征 作 ParaDO PE Ops...) (这 个 象征 即 是 》 2F (gy), 


ial>24-p Qu, 


A,2u = Pu+ w, we cE” (a). 
定理 证 毕 . 
对 于 一 般 的 非 线 性 PDE 
F(x,u(x),-,9'u(x),-)ig«, 50, FEC”, (2.4.18) 
我 们 也 有 不 如 上 一 定理 精确 的 
定理 2.4.6 iE u€ Ct" QD. p>0 为 非 整数 , 是 方程 (2. 4.18) 
的 实 解 ( 或 uE Hic" (20 , 则 存在 以 
P(r = Y GO € x (2.4.19) 


| gl im 
为 象征 的 ParaDO PE OpCz). (或 PEOp(5m)) 使 得 Pu € CEM) 
(或 Hie D). 而 (2.4.19) 中 |B| 一 m 的 部 分 称 为 P 的 主 象征 : 


Paap — 3) 2. dp*. 
lgl- m € Up 


上 面 将 方程 F(z) 一 0 化 为 仿 微分 方程 Pu — R (例如 RE 
Ce&e(2) ) 的 程序 称 为 非 线 性 PDE 的 仿 线性 化 . 至此, 我 们 可 以 利用 
线性 PDE 的 概念 和 技巧 讨论 非 线性 PDE. 它 是 本 书 的 主要 内 容 . 
下 一 节 我 们 先 略 述 一 些 最 简单 的 应 用 . 


2.5 ”对 非 线 性 偏 微 分 方程 的 应 用 


本 节 中 我 们 要 讨论 ParaDO 理论 的 两 个 应 用 . 第 一 是 关于 椭圆 

正则 性 问题 . 设 QCR" 是 一 开 集 , 其 上 有 一 m 阶 非 线性 偏 微分 方程 

F(x,u,:,9*u,- ig, = 0, (2. 5. 1) 

已 是 其 变 元 的 C" 函 数 . 如 果 u€ Cf.(0) 是 一 个 解 , po>mm 为 非 整 数 

(Sk «€ Hi. (0), 2» m n/2), WI F(z, us, 2n, ) € Cz" (N) 
(或 HR" (0)) & Q 上 的 连续 函数 ， 
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定义 2.5.1 对 上 述 的 u, 称 


Palad = D io (2.5.2) 
18| =m 


为 (2.5.1) 的 特征 多 项 式 ( 即 前 述 主 象征 )， Pun 6) 0, 4 
(x9 ,&) ET ON\0 为 其 特征 点 ,其 集 称 为 特征 集 , 记 作 
Char P = (re € Q X (OR"N0 ; Pax.) = 0). 
X P(xo. &)3550, 称 F AE 46) 4E 23 ACE] SEO DL 65. 35 o9 m2 
Br. 4k P, 的 Hamilton 向 量 场 Hp ,之 过 特征 点 (ro 名) 的 积分 曲线 
厂 为 下 的 次 特征 带 . | 
次 特征 带 当 然 全 在 特征 集 上 , 其 证 明 与 线性 情况 相同 . p 二 m 十 2 
这 一 条 件 的 作用 在 于 保证 积分 曲线 的 唯一 性 . 这 是 因为 这 时 
us = Pu € CF" ccce" cc, 
而 Hp», & C! 向 量 场 , 这 就 足以 保证 积分 曲线 的 存在 和 唯一 性 . 还 
要 说 明 ， 以 上 概念 全 是 相对 于 其 个 x(z) 而 言 的 . 
定理 2.5.2 dE u X (2.5. D 46 X CRDA, o> 非 整 数 (或 
u€ Hi" QD , s2n/2), BI — dg 3E AE E (n 60 u E CO eo (或 
uE His D. 
证 ”我 们 只 限于 «€ Chi"(Q) 的 情况 . 因为 (2.5. DED F RH 
一 切 a 和 ECfe(Q)， 可 以 对 它 仿 线性 化 (定理 2.4.6) , 即 得 
Pu =r, (2.5.3) 
r€ Ci (0), PEOp(Z). P 的 象征 是 uL (OF 24) GOF. 由 于 


P,.(2,,5)250, 由 定理 2.3.18 知 ， 必 存在 P Zo QC Op(X, 7.) 
使 
QP = I-- R, 
R 是 (x 5) OCA EAR B] er 正则 化 算 子 . 对 (2. 5. 3) 双 方 左 作 
用 以 Q 即 有 
u = Qr — Ru € Cog 

u€ Hg&"(O) 的 情况 证 法 相仿 ， 

第 二 个 问题 是 线性 PsDO 的 奇 性 传播 定理 对 非 线性 情况 的 推 
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广 . 关于 具有 实 主 象征 的 PsDO 的 奇 性 传播 定理 ， 有 Hórmander 的 
基本 结果 , 大 体 上 说 是 , XP Rom 阶 适当 的 PsDO, 且 其 主 象征 
P(x,&) 取 实 值 , 如 果 xzE2 使 Pu f, Wu 
WF(u)\WF(f) C P, (0) = Char P, 

且 在 P, 的 Hamilton 场 下 不 变 . 即 是 说 , 如 果 (zo, 名 ) 是 u 的 奇 点 ， 
即 在 WF(u)rh, 但 不 在 WFCf)rb, 则 这 个 奇 性 必 沿 P 的 次 特征 带 
H, 传播 . 这 个 定理 的 证 明 可 以 参看 齐 民 友 、 徐 超 江 [Q-X]j. 对 于 非 
线性 偏 微分 方程 , 如 果 解 的 奇 性 不 是 太 高 , 则 利用 仿 线性 化 技巧 也 
可 以 得 到 类 似 结果 . 我 们 的 基本 结果 如 下 : 

定理 2.5.3 i u€ Hi, CO) 232 (2.5. 1) 89 — X RE, s 
n/2+m+2, Gu ,£0X F t) 4e E, DX id Gn EOM MEAE. X 
u€ Hi ap» M uE Hr. 


tS2— -m-leskG-z-m-2L-41 


这 个 结果 属于 J.-M. Bony [Bonl]. 它 与 Hórmander 关于 线性 
PsDO 的 奇 性 传播 定理 [H52] 相 仿 , 但 又 有 重要 区 别 . 首先 , HRA 
定理 , uE, p m-F2, 从 而 在 作 仿 线 性 化 以 后 所 得 的 Hamilton 场 
至 少 是 C! 场 , 这 就 足以 保证 过 (zo , 包 ) 的 次 特征 带 械 的 存在 与 唯一 
性 . 其 次 , 定理 中 已 假设 uE Hi, 但 其 结果 只 保证 沿 D, u 微 局 部 
地 属于 五 这 里 由 于 5s 之 n/2 十 m 十 2, FIL t 可 以 取得 大 于 s 一 1. BD 
是 说 , 在 传播 中 n 具有 较 高 的 光 袜 性 ,也 就 是 较 低 的 奇 性 ,这些 都 
是 非 线性 传播 的 重要 特征 . 

由 于 定理 证 明 较 长 , 我 们 这 里 只 给 出 其 主要 思想 和 步骤 , 详细 
的 证 明 可 以 参看 Bony 的 原文 [Bon1] 和 齐 民 友 、 徐 超 江 [Q-X]. 首先 
将 方程 (2. 5. 1) 线 性 化 为 Pu 二 r, 其 主 象 征 为 

PG = 2) $LGD! € Xr 


Bl=m 
而 对 x 是 C? 函数 , 对 是 C” 的 m 次 正 齐 次 函数 (& 隆 0), rE 
HE P (A). 因 为 tX:2s—n/2—m-—1, 所 以 rE Hi" (Q). 这 
样 , 定理 2. 5. 3 可 以 改 述 为 
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定理 2.5.3” iR PEOP m-n), sm n/22, 主 象征 
P, GE x X C! 函数 ， 对 8 是 C” 的 mkF kA). X 
设 xE Hi. QD Hi, 4,» Pu€ Hi" (D GE s B t de E EIE, 
R) u€ Hr. 

用 一 个 1 一 m Br E] PsDO 作用 于 Pur. 可 以 设 P 为 一 阶 
ParaDO, 而 Pu€ Hi, (Q), 即将 问题 归结 为 m-— 1 的 情况 . 我们 还 
可 以 假设 Ho, 与 锥 轴 方 向 1. 69s 不 平行 . 这 是 因为 , 如 果 二 者 
是 平行 的 , 则 过 (ze ,& ) 的 次 特征 带 是 1zo Ag); A211], BE uE 
Ht, 自然 有 uE Hoan ， 因 此 定理 的 结论 将 是 平凡 的 . 这 个 定理 
的 证 明基 于 一 个 估计 式 . 为 了 介绍 它 , 先 引进 一 些 记 号 . V 是 
(ze 名 ) 的 一 个 锥 邻 域 , U 是 T 的 一 个 锥 邻 域 . 对 于 uE H (U), 我 
们 可 以 作 它 的 一 个 半 范 

lulu = I Malls. (2. 5. 4) 
ix H M 是 一 个 零 阶 PsDO, 其 象征 的 支 集 含 于 UU 的 一 个 紧 锥 形 子 集 
内 .于 是 我 们 将 证 明 , 存在 I0, 使 得 对 一 切 :> 之 0， 有 一 正常 数 
M=M(s) AREK PsDO Ks(8 是 一 参数 ), 以 及 (2. 5. 4) 型 的 半 范 
ew 使 得 
ll Keu tl mw soll K,Pu loe MCG) Al u ll av t E Pull io 
RE i Pu 上 ,iv 十 ui ,ev 十 lud cual. 


o=s=m- 5. (2.5.5) 


这 里 wE€ C7 (F) 而 FF 是 0 的 任 一 紧 子 集 . 

为 了 由 (2. 5. 5) 证 明定 理 2. 5. 3, REAP Ix (1— aA)! xl 
当 a->0 时 是 XD 中 的 有 界 族 . 同时 , 为 了 证 明 它 , 还 要 用 到 关于 
ParaDO 的 强 Garding FER: 

38 Gárding 不 等 式 设 SEOp(37),， c0, B. S 的 主 象 征 
S,G.02Z0, RJ 44 u70 使 得 对 全 之 任 一 紧 子 集 KK 以 及 wuE 
CL OON 

Re CSu ,u) >— Cy || u || ep. 
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关于 一 般 PsDO 的 强 Gárding 不 等 式 可 以 参看 齐 民 友 [Qi] 第 五 
章 定理 5.5.18. 但 与 这 里 不 同 , 在 那里 PsDO 的 主 象 征 对 x 是 C™ 
的 , 而 这 里 S, (x,8)X x 只 属于 C. 这 个 不 等 式 的 证 明 也 见 Bony 
[Bon1]. 

(2. 5.5) 中 的 零 阶 PsDO K, 以 & 为 主 象 征 . XF ks 的 作法 ,要 
用 到 下 面 的 结果 : 

引 理 2.5.4 U,V 之 定义 如 前 , LÄ- KTA C? AA 
k， 它 们 对 & 是 零 次 正 齐 次 的 , 而 支 集 在 UU 的 菜 个 紧 锥 形 子 集 内 ， 
使 得 


Hk; 之 二 Ri， 


| 


日 是 主 象 征 Pi《(x,£) (注意 已 设 光 4 二 1) 的 Hamilton 35. 
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在 上 一 章 我 们 已 看 到 在 讨论 非 线性 方程 时 , 仿 微分 算 子 确 是 一 
个 十 分 有 力 的 工具 . 它 使 得 非 线性 偏 微分 方程 的 一 些 问题 (特别 是 
方程 解 的 正则 性 问题 ) 有 了 一 个 一 般 性 的 规范 的 讨论 框架 . 但 这 里 
有 一 个 问题 一 一 与 拟 微分 算 子 一 样 一 一 仿 微 分 算 子 是 定义 在 开 集 上 
的 , 对 带 边 的 区 域 ( 更 一 般 地 , 带 边 的 流 形 ) 上 的 问题 (例如 各 种 边 
值 问题 ), 第 2 章 的 方法 是 不 够 的 . 一 个 很 自然 的 想法 是 将 区 域 边缘 
的 法 向 与 切 向 分 别处 理 , 这 就 导出 一 套 所 谓 的 “ 切 向 仿 微分 计算 ”. 
本 章 的 内 容 大 部 分 出 自 M. Sablé-Tougeron 的 工作 ( 见 [Sa]), 当然 
为 使 本 章 的 讨论 更 系统 我 们 作 了 不 少 修改 与 补充 . 与 第 2 章 相对 
应 , 我 们 在 讲述 H6rmander 空间 的 特征 化 理论 后 , 接着 讨论 切 向 仿 
RER, 切 向 仿 微分 算 子 及 切 向 仿 线性 化 的 结果 , 最 后 给 出 这 套 理论 
在 讨论 非 线性 奇 性 反射 中 的 一 个 应 用 . 


3.1 Hormander 空间 


为 了 研究 边 值 问 题 ，H6rmander 提出 一 类 新 的 空间 作为 Sobolev 
空间 的 推广 , 这 就 是 H6rmander 空间 H; ( 见 [H65]). 现在 我 们 用 
Littlewood-Paley 分 解 来 讨论 它们 的 性 质 ( 注 意 ，H6rmander 原来 用 
的 记号 五 ”现在 留 作 余 法 分 布 的 记号 之 用 ). 

首先 引进 一 些 记 号 . 令 r= (x,a) = (21, , n12) ER”, 
nz2, Hog ffde R28 e— (8,6) —(6 6.6). 

LeS ateti tE SIE P He. 
定义 3.1.1 ZuCcAZ (Rz Fourier 变换 满足 下 式 : 
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PIMIÍ Gr [a- €» + 8 D Laco [de 


«eoo, (3.1. 1) 
这 种 u 的 集合 称 之 为 Hörmander 空间 ， 记 为 HIR), 其 中 s,s 均 
为 实数 ， 

A H:("7)4à—^f Hilbert 空间 . ifg E34 s =0 时 即 为 Sobolev 
空间 H'(R') — Ho (R"). 

定理 3.1.2 D 为 使 Hi(OROCHL(QRO, 充 要 条 件 是 

tos. tbt scs. 
2) u€ H (RO 86 ER 
u € HACR"), 3, u € H7 (QR). 

证 1) 的 证 明 由 定义 3.1. 1 是 自明 的 . 对 2), Zi u€ Hi (R^), 
则 由 定义 3.1. 1 502, u€ H7. (R'), 又 由 1) 知 wE€ Hz44 (R). 反 过 
来 , B uE HA (R), 9, uE HZ! (R), Bley —(19]6l y^, 
(6 SAHE IE, (6) GT 5) ^, MA 

(e)! (6) "u.(6)007 (&)'u € LL’. 
注意 
(ey (E) = 0 6l) (ont (e 
< (e) (6) (^) 
« (7G) + (0070, 
aC (£0 u € L', Bl u€ Hz (R^). 

在 考虑 非 线性 偏 微分 方程 边 值 问题 时 ， 需 更 详细 研究 Hórmander 
空间 的 性 质 . 特别 是 Hórmander 空间 在 非 线性 映射 下 的 性 质 (最 典 
型 的 例子 是 函数 乘积 ), 所 以 我 们 首先 研究 Hórmander 空间 在 什么 
条 件 下 对 通常 滋 积 构成 代数 ， 

定理 3.1.3 € sts 之 n/2, 91/2, st 25/751/2, 则 Hi (R' 
对 乘积 构成 一 个 代数 . 

证 与 定理 2.2.1 的 证 明 思 想 类 似 . 设 u, vE HR), 考虑 


(GO Qo (E) = Fb Ya (6— poGnds 
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= [~EN E= PDE 7 DFE Dedy, 
其 中 
FE p = (Egle g yul g), 
E = GyG»v(p. 
id 
Filé, p= (Y(£—m"7p^, 
F.(£,g)— EE — E (027, 
F(£,5.£ ,9 ) = Fil, pF g). 
又 记 y, 和 y, 分 别 为 集合 i(&,7); 21£— 9| & lel SiE); 2l S 
1 的 特征 函数 , x, 和 X; 402988 1(8 g): 218 —9 Ede" | 5 
{1(€ ,7 ); 219 | ae" RERS, 
X;—)—X* Xe X071-3 Xe 
那么 可 写 
F= 2 Faa; = 226. 
并 记 Wi, 二 supp yx;. 由 引 理 2.2.2 我 们 知道 欲 证 xuvE H (R"), 
只 需 证 明 上 式 中 的 每 一 项 的 平方 对 6 或 对 7 积分 有 界 . 下 面 分 别 估 
it Cu 一 1,2,3) 之 平方 的 积分 . 
D 首先 考虑 |。 | G1. dp 其 中 


Wia 710,95 21£-9l lel, 21e — 9 Ix le' |}, 
352. d 21e— 9l lel & 21e — 6Fle'Iónlels2lgl, E «21g l. 


2 
fe [ew | d7 
c| (ene ydp ss zo, 
MN 


< 
c[ (—-p*GY ds — so 


当 s 之 0 时 , 4 6, — 9, —(£ —9)c, 那么 
(£—9!-—1-l£—35 [+ —4» bc! 
= (p= aY, 
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并 且 
| (£— 9)" (£' — 9) " dg 


L t L y e26 —2s dA 
一 cf. 《6 — 95) (r) “dy dr 


< cf (odr La (e' — q dy. 
R 


由 定理 条 件 51/2, sts >n/2 知 以 上 两 积分 是 有 界 的 , 即 存在 一 
个 有 限 的 常数 M, 4 s m0 时 ， 
f, [Gia [^ dg < M. 
M S <0 时 , AOSE IS EEKE, BD < 
C(&) * , 那么 
f p, EE dg can f acan ET Ddy 
< Cent ym 
< CLE TEHO, 
因为 s 十 s >n/2, 以 上 积分 有 界 , 故 s <0 时 , 也 有 


| [Gl:dy<M. T 
Wia 


2) 再 考虑 |。 |Gi.s1*dy, 其 中 


Wi; = ((6955216€—9lxl£l, 2153 ISIE ll, 
882.8 21£— 9l lel & 21g Ile Rl el z2]yl, Ie'l:21e/— 9 I. 


M 
— 一 25 /N-—2s ` uu 
cf, « 9» "(Q?) dg, 当 之 0， 
cf. (£—9) "(£—q)Pdg, Ms «0. 
对 s 之 0 的 情形 , 1)$ 6,—5—(£ —9)r. 那么 
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J, e mter 
=ef, (am G7 "dydr 
«& c[ cya (ef 


« M. 
s <0 时 用 1) rp 5250 情形 的 方法 即 可 证 得 


| |G | dg < M. 
Wiz 


aytar) 


2|g «lel 


3) 考虑 |， [Gia l dg, 其 中 
Wa 
Wi;—1(6,:216&—95lxle&l, IE |—213 |, 
le |«21e-—9q Ii. 
&z2le-sl«lelómniels2|gl. BEE s < 之 0 a <S 
CE 一 了) 2 ， 就 有 
| |G.s |*dé 
Wiz 
cf (e= pe — yy” dg, 4s IO, 


x 


Cf (ene — dy" GO" de, s «o. 
同 1), 4& & p= gr, 5220 的 情形 类 似 于 1), 对 YY<0 则 由 
(E= = G Yr 有 
fy (E= DEE = g e dg 
-[, € Yn E” (ydg de 


< C | ? | S ， 
上 式 中 第 一 个 不 等 式 用 到 条 件 2:471 &|e/ 1218 — gd. 故 也 
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证 得 | lGa dé < M. 


"E 


4) 考虑 |， lGa Ide, 其 中 


Wi 一 |)5186I<217|， 61<216 一 7|， 
lE |z21|£& —q |f, 
852.8 |e'|z2|e —o 1 知 |& 1217y1. 


| 1G ldg 
Via 
cf, (€= pee gde sz. 


< 
cf. (£— 9 ^(g ) * de, 当 s <O. 
RE s S0 的 情形 类 似 于 1), 当 y<0 时 有 
f, eo» tetas C|, coh nnne 


«cqyv| (ede 


lel «2l 
CCN (ptm 
< C(g) tt, 
故 有 | [Gs |*dy < M. 
3) 在 | 
Wis = 1(6,555161—21951,161—216—751, 
Ie 1<2171 18 1212 — I 
上 我 们 考虑 1G:.:| 对 & 的 积分 . 而 


J, 16, ae 


cfo (Gat, 当 y 之 0， 


CS WE) (ey) s s «co. 
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其 中 当 * 关 0 时 有 
c[. (pT dé <C< pof 


«CQ p) (etm . 
XmBle'I«2121, so (e£ —9) "C(» " , Bil 


cf. Gp ^ (E) (6 — g) * (Qr) de 


IET] 


SADE f, cae 


ELA m" s.) (ess ctae) 
« Cap mg ym 
« C(y rn, 
上 面 最 后 一 个 不 等 式 用 到 条 件 ;十 2s 之 1/2. 由 以 上 三 式 即 知 
I. |Gs.s |*de < M. 


为 1) 讨论 的 情形 , | 1G ?dy, f, Istae [16,1 
分 别 转化 为 2) ,3) 和 4) 讨论 的 情形 . 
综 上 所 述 , 由 引 理 2.2.2 Alu- vE Hz (R').. 至 此 定理 证 毕 . 
下 面 我 们 考虑 H: (R") 空 间 上 的 L-P 分 解 . 仍 如 定理 2.1.2 那 
样 作 出 单位 分 解 1 一 557 e, (0), 其 中 
ea) = p£), 
9e, (£) = (2°), 
9(€) = «(26 — (5. 
PES CRR, HE Ce) fel e| 1/2 时 为 1, ZE| e| 1 时 为 0. 则 
由 定理 2. 1. 2 的 3) 有 


HE+ 2 (8) = y(2778). (3.1.2) 
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RílXide,(£)—9,0/,0)(p—7—1,0,1,2,--), WA 1= 
5 aue CO. 相应 于 (3. 1.2) 有 
p (E) + Sen = (2t). (3.1. 3) 
ig D— (D',D,) 9 (D, Dia D), EX A, m e(27^ D), Aj 
e (27^ D') (22:0, £220), A4 —9(D), -=g (D'). Xil Ay = 
A,*A 并 在 以 下 恒 规 定 A-5 A-20.. 定义 双 指 标 环 
Cpp = {EE R"; «2^ [L| ELS, 
2P «| £' 2t], 
其 中 常数 1, 那么 
supp (An ra) C C, y. 
注意 到 p'7» [In e/1n 2]-- p- 1 时 (这 里 [表示 a 的 整数 部 分 )， 双 
指标 环 Cy =O, 故 仅 在 p x [In cy/in 2] 十 p 十 1 时 Ap.w 才 不 是 零 
算 子 .在 本 章 我 们 总 记 N=[lnwx/ln 2] 二 1， 并 经 常用 到 p p - N 
时 Au 一 0 这 一 事实 . 
有 了 以 上 准备 , 我 们 对 wu€ 94'(R") 作 双重 二 进 分 解 . 首先 ,由 
HOt 91 ey (0 71, 有 


ulz) = A iu+ su. (3. 1. 4) 
p=0 


再 对 (3. 1.4) 中 的 每 一 项 在 xz ER"' 上 作 二 进 分 解 ， 有 
u(x)9 Aa * (Aa + D Aput iA, * (Na t P AV)u 


po p20 PE 


一 A_l -iu 十 Sau 十 > sau »» Appu. 


po pz p.p m0 
由 于 supp (A wyu) CC, —Í£€ R'; lel, x 27 «le'lx 
«2^*], M4 p'1nk/In 2 Fb, 上 式 右 方 为 空 集 , 相应 的 A_ ,yx 一 
0 (也 不 妨 认为 p —1-9-N BL A y m0), 故 上 式 可 化 为 
u(x)— > Ara 十 >》)A az 十 > Apyu. (3.1.5) 


5-1 pEO p.p m0 


这 就 是 zx 的 双重 二 进 分 解 , 利用 它 可 以 刻画 Hi (R") 之 性 质 如 下 : 
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定理 3.1.4 u€ Hi(R") 之 充分 必要 条 件 是 
N 
M AP ll A au il o Mae li Ap, -14 |l o 
户 一 一 1 p20 


十 > ant Jp Appu lo <+. (3.1.6) 


pp m0 


这 里 下 。|。 是 工 (R") 范 数 . 
证 Æt ue Hi(R"), 由 于 在 supp e, (6 内 16| — 2^, 在 
supp e, (€ )P3le'1—2* , 所 以 有 不 等 式 


> 4 ()g (E) + 24" 9i CO CO) 


+ D ant er(O e, (E) < COGO, 


p.p mo 
iB) -141l8, (6) —1-- |e'l.. EXXSUSSEDAIu(8) l, 再 对 
< 积分 即 知 (3. 1. 60 n S£. 
反之 , 设 (3. 1.6) 成 立 . id 


u = > AL， zz 一 5 Appu, 


on p.p m0 


由 于 (3. 1. 5) 的 第 一 项 和 式 只 是 有 限 和 , 所 以 只 需 证 明 
|| ua Il ES C, Da” il Apu |l T 


po 


2 ad 2 
lus d .入 Cz >» Apres | Ap yu Il o 


p.p mo 


即 可 , 但 对 R 上 每 一 点 至 多 有 限 多 个 (Ar.rx) RIEN 8 X— 
致 有 限 的 , 不 妨 设 至 多 有 MT). 所 以 易 得 


[uc | ia (£) Ld 
= [Ere |» (Asuy l’ dg 


RO 
«M Y [i Y? | suy ldg 
pp zo 


x 2 
«C M ?tes | Ap yu llc. 


p.p 20 


对 wi 亦 有 类 似 估计 . 所 以 xsE H (R), 并 且 
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N 
lul zs ECC 9 4^ I Aau la t $54" ll Apaula 


p--1 p>0 
+ Daet | Aappu lla), (3.1.7) 
p.p >o 


定理 证 毕 . 
推论 3. 1.5 X u= 2 ; XP supp Up, y C Cpp B 
2 ll Up, p ll 3 <+, nj uc H;COR"). 
2 03bs 0B, 我 们 有 更 强 的 结论 . 
定理 3.1.6 dius y d pmi 3 L? 函数 ， x1, 620 为 任 
D X 50,suppu,y C {| 6l «2^, 27? «C| E Keth, 


Be Dpt | p.p M o «too, A] u = MN upy € Hi(OR), 
并 且 
| PRIME C( EL PME 2), 
2) Æ s 70,suppu,y C ue 209 | ELLK, | e |"), 
且 使 DR Hugs l * < 十 oo， A] u 一 5 upy € HER”), 
并 且 


PP 


pp 


lul; < C( 4mm" pus lo). 

证 1) $us A Di patero M D pFLBLZESARO 
为 仅 依赖 于 «的 常数 ), 因 算 子 A 的 象征 在 supp (up Y C el Ke2] 
上 为 零 , 故 vy 二 A D ,wiupp. 另 一 方面 4 二 uum ,仿照 
定理 3.1. 4 的 证 明 可 知 

luz, SCC 5, 47" vp lo). (3.1.8) 


Lp zl 


而 
l vs Mo SC, us llo 


p>i-L 


=C M gps Gf (2509 | up, y ll o) 


PL 
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< C2 tos »» 2U- P (20cm? | upy il o). 


p>i-L 


p E2 upy lo, 那么 由 定理 条 件 知 ey € GCNT), 政 
当 5220 时 ， D ponl Epe Fh El (N? ) , 所 以 有 

I Ui, ll o < C2 UC yy. (3. l. 9) 
EH3(3.1. 8),(3. 1. 9) 8 
lali < cy emm eem, 


令 £p, 


一 Cons «te, 
P 


故 u€ H?(R"). 

2) 对 于 2), 4 vor 一 AC] uuo ECT 1) 的 证 明 可 得 
u€ H?(R"). 

定理 3.1.7 iE (ut dna 3 L^ dE. >l 是 一 任意 给 
定 的 常数 , s,s 0, 那么 下 述 论 断 是 等 价 的 : 

D u€ HCR"); 

2) suppupp C (lel 2^, lE e2}, Bde 

Mamm | upg lo oo: 


£4 

3) AË sorso HR soos. 9S, IÈ upp € H? R"), 并 且 对 
E lal Ss, BISK 有 

|| 32254, |o x: 2 ?TD le, ,Ca,B), (3.1.10 

其 中 {ep,y G1 € PON). 

证 ”由 定理 3. 1. 4 BDAI 1) 2) E SEPA. 

下 证 2) 之 3). 这 时 显然 有 wy € H2 (RF), 以 下 只 需 估 计 
| 2229u,.y lo. 考虑 函数 alr), blr) ER: Fourier 变换 alt’) E 
C, (R), b(6) € CC (R), 3 REL | 8' | 2e] Ealt) =l, 在 
LE 12x] E b(6,) —1, BA ig p minlp, p^ 有 

upp (E) = üp p (Ea (ZPE )b(2^6,). 

从 而 
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us y (x) m us y (x) * (279 P a(2?z" )b(2^x,)), 
Lhu, y (x)= Hp y (r)* [2P ta, pi EE EH GEB) (22x!) 
b) (2^x,)). 
对 zx, ,x 分别 利用 Young 不 等 式 有 | 
| 3225 us. || o S Ca g2? Hot Ju, y |o. 
由 2) 即 可 从 上 式 推出 (3.1. 10). 故 3) 得 证 . 
最 后 我 们 证 明 3)-1). 事实 上 , 由 (3. 1. 10) 知 存在 常数 M 使 
34m I upg S <M, 
pp 


Da uy ls <M, 
2, L (3.1.11) 
Da pus i SM, 


bp 


KO peot l usp D e «M. 


p.p 


必 


Opp (E) 一 4240 (1 4 P9 (e)? -E 47 (e^ yt 
FA eoo e) (e)a), 
注意 对 任意 固定 的 £, 存在 如 一 加 ( 旨 , po — po (E E 
2^ < (£g) « 2^", 258 < (€’) 25", 
那么 
2/85, (0 = M &e.Oc- E GE 


P> PoP > Po PB P 


+ D Ot M 60 


PEPP >P PX. P Spo 


< 5 4-psps 十 » TPE Gp ( eh ys 


P> PoP > Po P> PoP Spo 


+ 5 E 07 Ps (£) 7» 


PX Py P7» Po a 


+ 5 PLDRDLF sgos) (E (&')-?5 


PX Bo. P «hy 
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«CA fo po 4 479»: 5 ATP ey 


PX 


十 47595 5 AT Po 706979 (gy 


PX Po 


4 M 4 Uo P) 69 77 Gg PO G7 8 (£) gym 


SC (ey. 

这 里 C 是 与 上 无 关 的 常数 . 而 

| D sss (Q < C0) 62,00) C One Lus Q2 I), 

ptp EN ptp EN ptp EN 
因此 

(| 3 ior) < CC D Ony Vins (C) I). 
HERH ERIAS N>, 由 (3. 1. 11) Lu € H;(R"). 

注 ” 从 定理 的 证 明 可 以 看 出 上 述 定理 的 3) 中 的 (3. 1. 10) 式 可 
由 (3. 1. 11) f. 

作为 以 上 L-P 分 解 的 直接 应 用 , 我 们 来 讨论 Hórmander 空间 
EARI FERA Holder 空间 C"(R"). 我 们 先 看 几 个 引 理 . 

在 Hórmander 空间 讨论 中 我 们 需 对 变量 x 与 x, 分 别 作 不 同 的 
处 理 , 为 此 我 们 定义 


IFI ra =sup(| | f(x’ x) l'dx,)', (3.1.12) 


i 
2 


I fram m ([Gue 1 f 2) Dai). (3.1.13) 
并 且 我 们 有 
引 理 3.1.8 ik xy 一 An ， 则 有 
lus du mrt uu las (3.1.14) 
lus irah ROI | upa llos (3.1.15) 
I upa litas < C2”? Mus lo. (3.1.16) 
证 1) fEa(£) € Cr (R^), K(6) € CP (0), f 
a(2 *£^) loea , = 1, BOTEL) lapi, , = 1. 
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并 作 glx), hla) fE ga, h—8, WU 
up =al 2 *D')g( 2^ ^D,)u,,, 


=2" eta fup (IEA y DAC (2, =y) dy dyn, 


l 


LES upa lo ( [1207 tg Gn hr x,y) dy dy, ] 
注意 到 
fi g(2 (x — y PAC Gr, — y,)) | dy dy, 


« 2C0Uvr^| gll All. 
和 g.A€L', ilu, lus C2: 7*»^7Wu, fs, BIER. 1.14). 
2) SZüF(3.1.15). 由 
Up,g 一 a(2*D')u,, 一 207 pu, Gf ne Gl m »y)dy 
BI 


i I upa lia 


= sup 2 (| (f| usa sxn) [da y lg G' — »145) 
< sup 2070? (HQ | us Cy x.) |’ dz, jay)? 


l 
g 


- (fle =la’) 
< C207? I upa lo. 
3) 最 后 证 (3.1. 16). 由 
us, = BD, Jupa = 2 [upala yh Gs = ya) dyn, 


同 2) 即 可 证 得 (3.1. 16). 
类 似 (3.1.12),(3.1.13), 我 们 还 可 定义 


1 


rhs =| (fI z) dr) dz", Gm 
Ile e (| (fsa) lez) an]. aae 
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那么 相应 于 引 理 3. 1. 8 我 们 有 
引 理 3.1.9 设 w,s 二 Ap,su， 则 有 


|l ua lo x C277? zoom， (3. 1. 19) 
Il ttp Ilo S CZE? [Lus ll pan, (3.1. 20) 
ll us llo s C2^? | us, lias. (3.1.21) 


证 ”这 一 引 理 的 证 明 与 引 理 3. 1. 8 证 明 是 类 似 的 , 我 们 这 里 仅 
证 (3.1.21), 余下 留 给 读者 作为 练习 . 与 引 理 3. 1. 8 相同 作 算 子 
B(2 *D,), 那么 


upa = BPD, Jupa = 2 us GR G^ Gs — yy) Jd 

而 
2 E 
I usa s = (f| [2s yA Gs 7 90d». | dz'dz,) 


< 2e (f(f lusty) dày. ac) 


. (f supl AC Cen — ya) D*dz, 
<S C2?" || upa lias. 
即 证 得 (3. 1. 21). 
最 后 我 们 来 看 
定理 3.1.10 £ 4€ H?(OR?), 并 定义 函数 


in(s+s — 2,s— lI, gyro 

Gu mins +s 27» Xs 2 
sss) 一 

p sl, ys = "1 

2 ' 2" 


MA u€ CQ, Jt p-pGssD, e 是 任意 小 的 正 数 . 
证 ddu,—A,«, 进一步 分 解 
Up = M Apup 一 M Ap pu. 
p>- pmi 


注意 当 p p N N> x /In 2), [X] 
supp g, (£) N supp. e; (£') = Ø, 
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BUB As yz 一 0, 所 以 w= 二 9. Anpu. 并 且 由 引 理 3.1.8 有 


p=- 


lulis > db Aspa llie 


PEPHN 


«C S 27 LA, vu lo 


PEpHN 
«C 5 g toe e p y 
PEPHN 
C2 * e, M 2, 
n—1 


« CPTO e, 当 一 - 


CAHP es, 当 一 asl 
其 中 ep.y 1 € (ON), le T€ PON), 为 任意 小 正常 数 ， 由 定义 2.1.9 
E p-p(s,s ) 定 义 知 xE C*(R")， 定 理 证 毕 . 
定义 3.1.11 对 m,m ER, 车 coCz,6EC”(R"XR")， 且 对 任 
意 a,BEN", 存在 C0, 使 对 所 有 (x,E)ER"XR" 有 
| 32390 (x,0 |K CLE n Pn (E yt, (3.1.22) 
则 称 o€ STT. 
与 SY; 类 一 样 ，S?Y 是 拟 微分 算 子 的 坏 类 , 一 般 而 言 没 有 上 L? 的 
有 界 性 , 但 我 们 有 
定理 3.1.12 S o(,0 € STT ， 那 么 当 som, s>m B, 
olr, DÆMA H ROA H ORO S AE AE. 
在 证 明定 理 3.1.12 Bi, 我 们 需要 先 证 明 以 下 引 理 : 
引 理 3.1.13 3X AGO € CT (PU X RO, X E A lel P, 
ROS ÜEA GO € R'XR' 以 及 满足 |1B| 魏 [LV 2] 十 1 的 重 指标 8 有 


| BAGDI Mr IP, (3. 1. 23) 
则 对 任意 f(x)E9 及 以 A(x,&) 为 象征 的 算 子 ACX DA 
I Af I$ < CM? | f Hs. (3. 1. 24) 


WE 1) 先 证 r=1 的 情形 . idm —[n/2]41, 
glz) = C2) [eA o. CO dé 


147 


现代 偏 微分 方程 引 论 ENDGNESEEDANENNECIENCEE G3GNUNE 7c 


由 Schwartz 不 等 式 有 


FOLE 


«&c([G— 5)? 1 Fo) 11a») 
. (f (x— »» [e*t Gode ay) 
&c([G 77 1 fo) Fady) 


LX 


lal in 
因为 A (xr. E) XT e fü E E dE | EL c1 中 , 故 由 (3.1. 23) 式 和 
Parseval 等 式 我 们 得 到 
1 g(x) I < CM? [Gc — y» | f) ldy, 
两 边 对 x 积分 即 证 得 (3. 1. 24) 式 . 
2) i1, 则 令 Bly, p — AG" yr, BR BO, pE 
在 | 中 过 1 中 , 3E Bg l2 B(x IKM. 另 一 方面 


IASI = feo fea co Oae] dr 


c, fena A gael dy). 


n" dy. 


= [| [eB o oran 
由 1) 的 证 明知 
l Ar 1$ cM | Zope lrrdy = CM? I f N. 


则 引 理 得 证 . 
定理 3.1.12 之 证 明 ”利用 环形 分 解 可 写 


a(x,£) 一 250), G0, 
pp 


bi 
ips 


app (x,6) —o(27^£)g (2 "£ )o(x,E) (p,p 20), 
oy a (x,8) —9(27£)9 (£ )o(x,£), 
oi, (x,8) — (8g (2 *£ olz, E), 
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8a a (x,£) =p Eg E olr, E). 
设 xE HR), 在 积分 号 下 求 导 有 
2, Gy (xD) uz)) m Qn) "er Gig +a, Jo, Gr) (6) dé 


一 般 地 对 重 指标 <,8 有 
3235 Copp (x, D)u(x)) 


= (x) ^ [e*t (iga, Ge H 2,2, Gr E)a CE) dE. 


作 pE ECT, fel —1. 且 使 
supp 和 C lp! S| EIS 2a} (gu x). 
B4us(0-g4(QO)q$(Q 78 Jule). 对 以 
(i£ d- 3, )* i£ + 9 Yo, y Cr, E) 
为 象征 的 算 子 用 引 理 3.1.13, 就 有 
l| 9227 Co. Cz, Doux) llo 
< C, p2 t tp tte | upp (£) | o 
< C, p2 TOH HHO e . 
Hleri EEN). 由 op.y (x,D) 的 定义 知 p p- N Bl o, s (xe) = 
0. 所 以 我 们 总 可 设 p 万 p 十 N, MUR 
l| 3235 Copp (x ,D)u(x)) l| o S Cr p2 "i mea Dey, 


所 以 由 定理 3.1. 7 有 
c(x,D)u(z) = 2yowwr(z,D)x(z) € H5 (R"). 


3.2 切 向 仿 微分 算 子 


在 1.4 节 中 我 们 用 两 种 形式 导出 仿 积 的 概念 . 其 形式 之 一 是 


Tau = MY(Sa)Au, (3.2.1) 
其 中 Sa= A Aa, No 是 在 第 2 章 指出 的 一 个 充分 大 的 自然 


p=- 


数 . 在 本 节 , 我 们 把 c. 看 做 参量 , DOS x" 定义 “ 仿 乘 积 ”( 我 们 不 妨 
称 之 为 切 向 仿 乘积 )， 其 形式 为 
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Tiu = > (Sia)u, (3. 2. 2) 
9 


其 中 Sia 一 11 V afa. 另外 , 我 们 还 定义 双 指 标的 仿 乘积 算 子 
ILu = XDS, ga Agt ， (3.2.3) 


这 里 S44 一 Èi pew, «aeq - n, pad 
本 节 的 目的 是 讨论 算 子 T. WEA, 但 正如 我 们 后 面 将 看 到 的 ， 
算 子 TY 的 讨论 必须 借助 于 算 子 1 的 性 质 ， 所 以 我 们 先 考 虑 
定理 3.2.1 X a€ Hi(R") (G1/2, t+t>n/2), BRA IL 是 
从 HRR H;(R") 的 有 界 算 子 . 
证 首先 我 们 注意 到 ， 当 N。 充分 大 时 
supp (S, ga A, qu) 
Cllels «27 v*', | E [xz 2r Nt | 
T ue L| e 2 , 27 «| e xz 2n | 
Ci. 2*«l| els u277 , p2 «xp E px uo) | 
一 Cvy. 
这 里 py 是 大 于 « 的 常数 , Cor 是 包含 C4.y 的 双 指 标 环 .而 
| Saga Aggu lo < I Soga lw M Agu Mo. 
类 似 引 理 3. 1. 6 ANEHE al ECR), &(6)€ Cc (R), 使 
a(2 E") | supp cs ya =1, g(2"*£,) | up (S, 2 =], 
并 设 ga, hg, 则 
1S,ya| 一 | zar (z — y ))h(2* Go, — yn)) dy dy, 
«lal: Iglees IA l re 
<C al. 
Hac H, (R), B £21/2, tt :7/2 5814€ L^ , B ll Sga lles 
C. Æ uC Hi (R), Wl S,;aA,zulloxtC27" "*e,,. 由 推论 3.1.5 
XI Hu € Hi (R"), 定理 证 毕 . 
注 ” 从 定理 证 明 中 可 以 看 到 , 定理 中 对 4 仅 需 设 a€1L” 且 可 对 
a fF Fourier 变换 即 可 . 例如 限制 vcEL” 且 有 具 紧 支 集 , 第 2 章 中 对 a 
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所 加 的 限制 即 此 . 
定理 3.2.2 #aC HLR") (1/2, tt n/2), 那么 当 一 1 


<sKt 时， 人 是 从 H(ORO 8| H2 (CR") 的 有 界 算 子 ， 并 且 开 .一 三 是 
从 HCR) 2) Hi CR 8878 J- 3 , 这 里 p 一 PC ) (pets 1 ) 的 定 
义 见 定理 3.1.10, 以 下 不 再 一 一 声明 ). 

证 1) 实际 上 我 们 只 需 证 卫 一 TL 是 从 H;(R") 到 His, (R") 
的 有 界 算 子 ， 因 为 由 这 一 结论 再 加 上 定理 3. 2. 1 即 知 T 是 从 
H?(ROSIE SRM ST. 考虑 

(Ti — Il, )u = DSlaAlu — SS pea Apat 

q pg 
=>) (DA Sia) (X AA )— X Spa Apot 
= »» (A,S,a ) (Spran, Aju) 
= Zw 
而 | Tp.q los 0 A, s/ a | L”? a) -|l Spn, Aja ll ifs. 下 面 分 别 估 


计 这 两 个 因子 . 由 引 理 3.1.8 有 
人 AsSya waa KCE S, 2777 lA, ua Mo 


pq-No 
"EZ 
«C »» gop- Pepy 
PSTN 
pl a n—i 
C2 p5) Peppa x t < 一 
一 E AI n—1 
x; 4CZ*'*e, p, Et = y, 
C2 E n—1 
Ep» Et > 7$ 53 


i S pav, Aju | raris E 5 2^2 i Anqu I D 


NSE p-N, 


1 g 
x C M 2607. a 


q7 NX; h; p- No 
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C265 P. ， 若 5 
< 
s< 


ak 


l r 
p(s) 
C2 7 Epo， 


l 
2 * 
l 
2 
M iE (n-1) /2, s#1/2 时 有 


L,- ray aos o l,t 
[tepa c2 rte omen ct te 9e epal EPONE). 


这 里 用 到 记号 


(te [o ia 0, 

0, 当 < 科 0， 

0, Mao, 
(a) -| 、 

a, M a oO. 


又 设 s>—t+1/2, 那么 1 十 (一 1/2)- 20. 同时 我 们 知道 
supp wpa C ll EIK u2^ , p12 «| 和 [xz 21], 


由 定理 3.1.6 4l > wy € HER"), 其 中 


rmt), 二 (一 号 -十 (一 于) 


注意 到 zt 一 * 十 (* 一 1/2)- 270, 由 定理 3. 1. 2 即 知 S]w,, € 
H?.,(R"), 这 里 
e-i-stG-)eG-tuiyrG-iy 


— /7 一 1、 d 
= (t = ) +t 2 


. 1 4 n 
一 min(z zitt F} 


当 s=1/2 时 , B 1271/2 XI t2, 故 不 妨 认 为 u€ HR"). Bi 
于 s—e<1/2, 用 s 一 e 代替 s, ste 代替 s ,可 得 
u € Hiu ana (R"). 
Bt e 充分 小 , 可 使 1—1/2—620, 故 有 D)w, € Hi (R"), 这 时 


o— eb -2T 
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— min tyit =i 


2 
当 s —(2—1) /2 时 , 同上 讨论 仅 能 得 Sw, E Hi, (R"), 这 里 
a-G-l rn sbG-iY-e 


一 Lm = p(t,t^). 
所 以 也 有 > ws € Hir (R). 
2) 下 面 我 们 还 需 将 条 件 S9 — (01/2 减弱 到 sc» — t. 这 时 不 
能 再 用 定理 3. 1.6 之 1)， 而 可 以 对 > wpa 作 重 新 分 解 . 考虑 
A w, 用 引 理 3. 1.9 有 
l^. Dw | oS C2*" || A, X wpa | LL) 
pg pg 
i = CHE || A, S A SqaS pen, Au | eas. 
Pg 


对 任意 的 g, 24 s+:>0 h}, 有 
| A: D ApSsaS pon, Au [eas 


pZk-2N, 
Ca emo HOD, . XU "y ， 
« (2 &Got074G ur ， 若 t= n 2 1 ， 
Cate mew, i7, 


这 里 fewsl EL(N?). 由 引 理 3.1.5 知 
MA M A,S,aS pen, Ayu ) € HZP (R"), 
LIT 


kx p No 
Rp asst 275, i 
a, 当 a«0, 
ere 当 a=0, 
0, 当 a0. 
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再 注意 Hi (R) C Hiit (R') — Hz,,C(R"), 知 2 wpa € 
?+p(R")， 故 定理 证 毕 . 
定理 3.2.3 X a€ Hi(R")(t 之 1/2, t t2 n/2), MAX 
— Gt —1/2) «s GtÜ-1/22 8 , T,: HT (ORO H2 ORO R A 
X85. HEH ate —1/2) «s x1 /2 时 , T,—IL: Hi R”) 
—Hi.oer-s4n(ORVO RR RA. 
证 ”与 定理 3.2.2 的 证 明 相 同 , 只 需 证 定理 的 后 半 部 分 . 考虑 


(T, —IL)u = MS — S Spaa Apat 
P p. 
一 > ( M A,S;,a ) ( >A Apu )- Dy Spaa Ap qu 
P q Pra 


Li Li 
一 > ) AS AS san, Apu = 2 oo， 
P. p19 


而 
li Upa m x | A S,a ll LIL”) | S iN A,u | L” U?) 
0 
由 引 理 3. 1.8 有 
ll Aysse lia; x C 5 2^" | A; Aa lo 
q-No SASA- No 
«cC 5 EP eng 
q- No &hx p- No 
« C2 "706, 
! a 
ll Sco, Apu Il inan S CE 2*z |l As Apu ll o 
o 
hqgt2No 
< C 5 2e. 
hs9+2No 
«C25, 
这 里 


a, Mac, 
(a)! —-4-e, Ha-O0, 
0, M a 7 0. 
综合 以 上 三 式 有 
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| zy llo x C2 romeo Je,,, 
Roble, | € (ND). Æ 2 — (7/2), 由 于 
| 1 4 n—1l.. 
tt 2 十 (s 2 ) >0, 


而 且 
supp v, C lp ! 2^ «| EIS u2*7 , | E | c uz f. 

由 定理 3.1.6 22), 我 们 有 Sv, € Hicecaiec-o-om^ (R'). 当 
s«(n—1) /2 时 就 有 D) vpe € Hieoer-un (R'). 34 2 (n—1) /2 
Bj, diss —1/2 5 (0072/2 58 Sv, € HSR"). 

下 面 我 们 将 条 件 s 29 — (t n /2) RIZ s 27 (Hr — 1/2). 
与 定理 3.2.2 的 证 朋 一 样 , 对 > ov. 重新 作 分 解 , 并 用 引 理 3. 1. 9 知 
M s (tH —1/2) B s O71) /2 EE Dv € Hitetr-nm (R). 
M s» — (17b —1/2) B s2(n—1) /2 Bf, 》) vs € H(R'). 定理 
证 毕 . 

从 切 向 仿 积 的 定义 (3.2.2) 中 可 以 看 到 ,TY 的 定义 依赖 于 定义 
中 N, 以 及 环形 分 割 中 的 «及 单位 分 解 的 函数 pg'(&') 的 选取 , 所 以 ， 
EE T 的 定义 是 合理 的 ， 必须 证 明 同 一 个 函数 a, 但 不 同 的 
(Nop ,ce) 的 选择 所 定义 的 不 同 的 仿 积 在 相差 一 个 “正则 ” 算 子 的 意 
义 下 是 一 致 的 . 具体 地 说 , 记 (No ,9w ,x) 的 另 一 选择 (Mo ,7 A) RE 
义 的 仿 积 为 了, 我 们 想 证 明 : 

定理 3.2.4 若 aE€H’(R") (21/2, tk t7n/2) , 3 E.— ts 
<t, T/— Tí; Hi OR) Hi,(R") 是 有 界 算 子 , iE € ctt — 
n/ 2. 

为 证 明 这 一 定理 我 们 先 做 以 下 准备 ， 

引 理 3.2.5 设 A,EC” 且 满足 supp As C (EE); IE | zM29) 
A ll ACA, a) || e KCT Terg, lern EPON"), LR uE H (OR), 
并 记 wu dT Gr 20 ME EIE ARDOR u= ovy, PRA SM, 充分 大 
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时 有 R—T/u— Apm vy € Hi, (QU). 
- 
证 1) di TEXTS 
R— M M AaC(Syu— vy) ( M Aja 一 Ar-w )ur ) 


Po gN pA, 
= 之 (Aja 2) (Aj u — v) )- D (Sy à — Apu, )Uy 
pzq-NS P 
一 Ri FR; 


idw, = 25, yy 7 vy). 那么 

supp w, C lp ! 27 «| € | sz u2* v |, 
这 里 /是 一 适当 常数 (一 般 布 言 较 “ 与 7 KO CEDENS RO TERT RCRUK 
HI u 5 No ff Aja)yw, 谱 的 支 集 也 在 | pr 270 lE umm 
中 ,下面 分 别 估计 R ,R; ,R,. 

2) 由 简单 的 计算 知 
= 2 (21A Aia) (2 Aw) 
= 3G, Na) yw.) + 23 CS aa) (Spran, us) 
LIE p'q 


=R a +R.. 
XX] (S, Aja )(Arwy) 谱 的 支 集 含 于 
[u2 «| E [C ur , 12^ e| e, |t 2^" | 
+, H 


S, Aja = 5 A Aja = 5 Arqa 


<N q- N&Í& p- N 
(N-—[In «/In 2]--1). 所 以 
ll (S; Aca) CAzw,) llo 
< I S, Aa lum M Apw, Ilo 


< c( 2 gne cL ) (279756, ,) 


q- NK p- No 
< C2-2 tnDeh 
Hp fep € COT). 所 以 Ra € Ho, (RP). 对 Ri.: 类 似 地 有 
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Spe, VM 一 M AW, 
q N&iX PHN 


(这 里 Ñ 是 与 ¢ 及 A 有 关 的 常数 ). 但 这 时 的 谱 的 支 集 含 于 

[n 2**» «| E |t u27 9? | 6, |& p2m™ | 
中 , 而 且 不 能 用 引 理 3. 1.6 (8/38 3. 1. 6 需 加 上 条 件 s 一 上 :十 172， 
但 本 引 理 条 件 仅 有 :> 一 +). 故 需 采 用 定理 3. 2. 2 的 证 明 中 2) 的 方 
法 . 记 wpa = Ap aS pren, we, 考虑 Al D wpa), 由 引 理 3.1.9 对 任 
意 取 定 的 g 有 

[a Del, 

M ys 十 :之 0 时 有 


| A, waa 
P 


x C22 


Ea)’ 


Ar wy 
p 


LL) => | v 5 Apea S pn, us lu, 
Li 


«C2 cene Ee, 
其 中 eisl EPN). 所 以 Ri € HAV us (RCH (R). 也 
就 有 R, € H;,. (R"). 
3) 对 Ro, BU No ,Me TES E (9) w Ia — Ay )vy ff 
谱 的 支 集 含 于 一 个 适当 的 环 Cy 中 , 而 ACC) Ava Apm vy 
的 谱 的 支 集 含 于 双 指标 环 Cu 中 (以 下 总 设 R> pl MEM Ciy = 
D), 并 且 


Jat D Ala — Aya oy 


q&p--N, 
( > Aa — a)vy 0 
q&p-N, 


注意 这 pp 一 N 时 有 


(a = A p-m, Juy lo. 


|o X aco]. 
qp —N 
< 5 laa], < M reete, 
q»p-N, >P -No 
<C 5 2 eey < C2e, p. 
>p -Ny 
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而 由 引 理 条 件 知 上 As(a 一 Ay-w ) hi C2 Pe, 所 以 
| A 2 A;a — Ap-m ) vy l, [C2 /U*)0g, 
gp -No 


B] R: € His (R"). 引 理 证 毕 . 

容易 看 到 , 定理 3.2.4 是 引 理 3. 2. 5 的 简单 推论 , 这 是 因为 容 
BME Tu= 2) ,SyaApu 中 Sya 适合 Ay-m, FATE, 而 Ayu E 

切 向 仿 积 算 子 也 有 相应 的 算 子 演算 , 其 中 最 重要 是 仿 积 的 复 
合 . 对 此 我 们 有 

定理 3.2.6 dt a,bC Ho RO (21/2, tt 22/2), 则 当 一 t 
«sx RST Ty T4 Hi ROE) Hz (OUO HER AE. 

证 ikut H2(R', PA th 5E RR 3.2. 2 Al Tu € Hz (R^). 并 
且 按 仿 积 定义 有 

T/Tiu = 25; a Ay (Tru) = D sS; aby »» bu). 
注意 到 Ar (Tín) Tiu 的 一 个 分 解 ,而 Sy6 Au 是 Tu 的 另 一 分 
解 . 由 引 理 3. 2. 5 知 这 两 分 解 在 上 式 中 在 相差 一 个 “正则 ” 算 子 意义 
下 是 可 互 换 的 . 故 有 

TiTiu = 2) Sya Sibhyu Rs. (3. 2. 4) 


P 
其 中 R E Hi (R). BS cy 5=lSa)lS L), 那么 c, 谱 的 支 集 在 
16,6); IE [<M2” | rh. 并 且 
cr — ab 一 5 (Aa) (A, b), 


qi Z p -No Ra >p -No 
AR k>p' N 有 
Ii A (ey — ab) Il L” 
< » ll ACA a ALB) Duo 


9 Z2: p No Ha, z p 一 No 


< »( 2) | Ai (Ap na Ass b) uio ) 
qt ZpP-No p>n-N, 

Pa >Q N 

ptp >N 
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H da a 
< ( > , 2-Grt5)) 67 3)7 a ta) C Tg Eg, Ep, £x, ) 
qatan 2p No ptp >q tao 72N. 
by +P >k-N 


«C M 2 üaOUHTD o ek 
atg >P No 
x C2 epy. 
故 可 再 一 次 用 引 理 3. 2.5 有 
Des hvu = Tau t Re. (3.2.5) 


其 中 R,€ Hi. (R'), HC. 2. 4), (3. 2. 5) BDAUI 
Ru = (T/ o T; — Ta )u = R, +R: € Hi, QR"). 
则 定理 证 毕 . 

与 第 2 章 一 样 , 在 定义 了 切 向 仿 乘积 以 后 , 自然 要 考虑 切 向 仿 
微分 算 子 ， 怎样 来 定义 切 向 仿 微分 算 子 才 是 合理 的 呢 ? 注意 到 仿 微 
分 算 子 实质 上 是 仿 乘积 算 子 与 拟 微分 算 子 的 复合 ， 而 拟 微分 算 子 也 
是 定义 在 开 集 上 的 , 在 带 边 的 区 域 上 只 能 定义 切 向 拟 微 分 算 子 , 这 
时 在 边界 的 法 向 方向 上 只 能 有 微分 算 子 . 所 以 下 面 我 们 定义 的 切 向 
仿 微分 算 子 实质 上 是 切 向 仿 乘积 算 子 与 切 向 拟 微 分 算 子 的 复合 . 

我 们 先 从 具 齐 次 象征 的 切 向 仿 微 分 算 子 着 手 . 以 下 为 方便 起 
见 , 我 们 记 x—(z,3), z€ R', YER, y 的 对 偶 变 量 记 为 7. 设 
l(z,y, pÆ EXEL, T]XR ! X (R"'N[0I) EBSERZR, 对 (z,y) 属 
于 Hi(R"), t>1/2, t t2 n/2, HH y RRE, Xy ECT ERI 
且 是 o 83 m 次 齐 次 函数 . AERAR ZR e. 由 定理 3.1.10 
知 如 :中 的 元 素 对 (z,y) 属 于 C*(R"), p p(t,t ). PEA Dr RTL 
解 为 含有 参 变 量 = 的 !” 类 . 类 似 于 定义 2.3.7 我 们 定义 切 向 仿 微分 
算 子 为 

定义 3.2.7 Eey Er, u(z,y)€ Z (RO, B Cz, y, 
作为 象征 的 切 向 仿 微分 算 子 /定义 如 下 : 


(Tiu) = oee fy — e iG» 6 SODE dé, 
(3. 2. 6) 
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其 中 义 与 S 的 定义 同 于 定义 2.3, 7，, ?与 入 分别 表示 1 usb y 的 
Fourier € &.. 算 子 T 之 集 记 为 Opu). 
将 = 视 为 参数 , 则 以 ,类 中 的 函数 类 似 于 (2. 3. 11) 可 用 球面 调 
TU 1A, C9) 展开 而 有 
l(z,y,m 一 Sla Gy). Gp. (3.2.7) 


将 (3.2.7) 代 回 (3.2.6) 就 有 
(Tiulz, Y (D = 93 TZ * (CD) (Du(z, 2) Gp, 
即 | 
Tiu(z,y) = B,T.S(DA(D,)u(z,y). (3.2.8) 


由 定理 3. 2. 2 及 (3.2.8) 知 

定理 3.2.8 X 1€ D7,, B C51/2, ttt 之 n/2, t sx, XU 
算 子 五 是 从 HIRE) His, QUO 85A s o ps0. 

同样 ,由 定理 3.2.6 与 (3.2.8) 式 ,类 似 于 定理 2. 3. 10 的 证 明 
我 们 可 以 证 明 

定理 3.2.9 # L€ULG-—1,2), B. (51/2, tb 2 n/2, 
—t«sst, 4 

ziy p = 5 l1 E Dilz, 


leto 3> 
APT, eTL=STI +R, #P R ÆA HRE) Hisce +m (R 80 
RAF, p 二 p(t,1). 
类 似 于 2.3 节 , 这 里 也 可 以 定义 更 一 般 的 切 向 仿 微 分 算 子 . 还 
是 先 从 象征 类 定义 开始 . 
定义 3.2.10 设 Q 是 R”! 中 的 开 集 . EG y petoT]x 
QX((G'""NOD, 


alz: yop) = 5 amj CA AE 


ogj<[p] 
其 中 aj 对 (zyy) 属 于 Hi joe([0,T]XQ). xg C^ X Bx 
fm-—j 次 齐 次 函数 ， 则 称 alz ym k T EX EX. 
定义 3.2.11 ik A XA 9 (0, T)x 003 2'([0,T]XQ) 的 具 
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有 恰当 支 的 算 子 .车 对 所 有 [0,T]XQ 中 的 紧 集 天 ， 均 有 在 开 附近 
1&3 185 43 y € CP (0, TX Q0 E, 4& 35 p p(,0)20, — ts 
<i 时 ， 
A — yx Tx : Hicom 一 Himo comp- 
AARET, 则 这 类 算 子 集合 称 为 2 上 的 m 阶 (1,1') 类 的 切 向 仿 微 
分 算 子 ， 记 为 Opr). 
关于 切 向 仿 微分 算 子 类 Op(3% ), 我 们 可 以 希望 得 到 一 些 与 仿 

微分 算 子 类 Op(X7) ( 见 定 义 2. 3.15) 平 行 的 结论 . 但 由 于 切 向 仿 微 
分 算 子 讨论 的 复杂 性 (这 从 切 向 仿 积 以 及 后 面 一 节 将 要 讲 到 的 切 向 
仿 线 性 化 的 讨论 中 可 以 看 到 ), 就 作者 所 知 侍 今 尚未 有 关于 切 向 仿 
微分 算 子 类 OS ) 的 完整 讨论 . 许多 作者 都 是 按 自己 工作 的 需要 
就 一 些 特殊 情况 得 到 一 些 具 体 的 结果 . 事实 上 在 大 多 数 非 线性 方程 
边 值 问题 或 混合 问题 的 讨论 中 常常 仅 需要 切 向 仿 积 以 及 切 向 仿 线性 
化 , 布 切 向 仿 微分 算 子 在 实际 问题 中 往往 是 切 向 仿 积 与 微分 算 子 的 

复合 ,这 大 概 也 是 至 今 尚 未 有 关于 切 向 仿 微分 算 子 类 Op( 57 ) 的 完 
整 讨论 的 原因 之 一 . 这 方面 的 工作 就 留 给 有 兴趣 的 读者 去 补 齐 了 . 


3.3 切 向 仿 线性 化 


在 2.5 节 中 我 们 已 经 看 到 讨论 非 线性 偏 微分 方程 时 可 借助 于 仿 
线性 化 公式 (或 称 第 二 线性 化 公式 ) 将 非 线性 问题 转化 为 线性 的 仿 微 
分 方程 ,从 而 可 以 利用 线性 偏 微分 方程 的 概念 和 技巧 来 讨论 非 线性 
偏 微分 方程 . 但 另 一 方面 我 们 又 知道 和 拟 微分 算 子 一 样 , 仿 微分 算 
子 是 定义 在 开 集 上 的 . 对 非 线性 偏 微分 方程 的 边 值 问题 是 不 能 利用 
仿 线性 化 公式 的 . 所 以 与 2. 5 节 平 行 , 我 们 在 这 里 要 讨论 切 向 仿 线 
性 化 定理 . 首先 从 简单 的 情形 开始 . 

定理 3.3.1 设 函 数 下 (xz) 对 变 元 & 为 C” 函 数 ， 且 下 (0) 一 0， 
又 设 uE HER), s>1/2, sHs’ >n/2, 那么 

Fu) — Tiu € Hi, R"), 
其 中 p 二 pls,s ) (pls,s ) 的 定义 见 定理 3.1.10). 
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证 ”由 定理 3. 2. 2 知 只 需 证 
F(u) — Hrou € Hi, CR"). 
给 出 u 的 一 个 分 解 一 As, 并 记 前 p 十 1 项 的 和 为 Ipu = 
> uiu. 注意 这 时 Zu Au, 并 约定 3- 二 0, 那么 同 (2. 5. 2) 
我 们 有 
Fi) = 3 Gu) — FG, a2). 


1 


再 对 Dou TE EE X,u— >, Ar (Epu) , 并 记 
Eppu 一 SIN Gu). 


help. 


同样 约定 Du = 0, 那么 又 可 以 写 
F(u) = $) (F(X,yu) — F(X, piu) — F(Ey au) 


pp >) 
十 下 (3 io ia)] 

= 5 (CF(E, pu) 一 F(Z, pnu tH Epa Ar u)) 
户 , 户 之 一 1 


cT OG, paut Xa hy u)-— F(X,pyau)) 
= (F(Z,i,yu) 一 下 (3 wa))]， 


对 上 式 用 中 值 定理 有 
F(u) = 2j [A ru [| F'Gu rn G7 DAL uit 


1 
十 Zn Ap «|. F'(X, pA u + tÈ p Ay u )dt 
H 
— 53, Al uf F'(Z, i au i25 Af u)dt] 
1 
=5 Ansu F (Zp yu +(t—1)A,yu)dt 


ppm 


, 1 r1 
m > (Ea Aj u)(A, xí] [ FG 


p.p >l 
+ OA, E yu + (a Af u)dédt. 
若 记 
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1 
m, (x)= [ Fors + (t — 1A, ;u)dt, 


1 r1 ; ; 
Lp.p’ (x) 一 [| F” (Z p.p- u 十 0^, Ep- u 十 tÈ 1 Ay u )dédt, 


那么 


F(u) 一 my y (Cx) Ap yu 
pp S 
— S t GYGa Apu) A Byiu). (3.3.1) 
p.p m—l 
另 一 方面 , 我 们 有 
Teo) u 一 (S, ,F'(u)) A, pu 
Bp Ny 
= M3 (Syms mF(w)Aru. (3.3.2) 
Dre 


由 (3. 3.1),(3. 3. 2) 就 得 到 
F(u) — Hru = oi(x,D)u—o(x,D)u— Bi(u,u), (3.3.3) 
其 中 
oi (z,D)u = »» (S, F (u) — m, G)) Au, 


P.P No1 


o; ( x ,D)u = 5 my, y (x) pu, 


p<No 或 p<No 


Biluu) = Y] ly G)G,a Apu) (A, Briu). 


PER 


ei (z,D) o: Cz, D)ESEBHOS DRY CE, Bi 是 一 个 仿 微分 型 的 双 线 性 
算 子 . 以 下 我 们 只 需 证 明 a (x,D)u,o(x,D)u, B, (u,u) € Hz, CR"). 
在 证 明 这 些 命题 之 前 我 们 需 先 考虑 以 下 两 个 引 理 . 

引 理 3. 3. 2 〈 推 广 的 Bernstein 不 等 式 ) 车 wEL”(R") (或 
L'(R; L (R, ))), A suppa C (5&6); LEIKR, | £ | Ri), 
则 aEC”(R"), 并 且 对 任意 aE N" 35 dE E C—C(,.000, 使 

| D'a || 1> SCR” R! | al», R-—min(R,R,), (3.3.4) 
或 f| Dra | vas €«CR*R'' l a Il LaS)’ (3.3. 5) 
其 中 指标 tc 是 大 于 或 等 于 1 的 实数 . 
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证 先 考 虑 a€1”(R") 的 情形 . By (E) y (8 ) 均 为 CY HR 
数 , 使 suppy, C 11 & Ix 2], supp y, C ll E 121, 并 且 当 
1& ISI HF y (E) S51, IE ISL Et y (ENL DAC 和 (6 ) 以 及 
EES n ER), EEN m y, (E RZE Fourier 变换 分 别 为 
Pla) l) Ela), E. 容易 看 到 
E(x) = R9 (Rr,), Elx) = RH S (x). 
因为 a(&) - y! C )x8 Ce 2a C8) ， 所 以 
alx) = ((Gt85) *» a) (x) € C7 (R7). 
而 且 
D'a (x) 一 ((D2 OF D0 ) x a)(x). 
但 DZ oR — R*+% (D«0,) (Rz,), DOs =R" * (pr8:) (Rx). 因此 
| Dx e£ D*6f | i = RoR | D«6D76; lo. 
所 以 由 Hausdorff-Young 不 等 式 我 们 有 
ll Dea (r) li x 四 D2 269D20 Ho lal um 
« C(n,a) R^R' | alu. 
XI a€ L'(R« ,L" (R )) 的 情形 类 似 上 述 方 法 可 证 得 
[| D'a (x) || ran < il D% O* D:6$ lo lall rar, 
« C(n, RR"! | a M rar. 
引 理 证 毕 . 
引 理 3.3.3 it GC C^ (RD, u€ C^ (ORO NLR) A di A 
数 ,aE N" 为 任意 重 指标 . 
D 若 当 Ba 时 ,存在 常数 CO 020, 使 
| Dau |; < Cn, p RAR', 
那么 存在 C (n,20)770, 使 
| DGD |l, s C'GooR"R''. (3.3. 6) 
2) 若 当 patt, BERK CO, M>, 使 对 任意 的 C020 
I D'u lium CO SD RARI, 
并 且 suppu C (1 £ I R}, MAAE C'G2070, 使 
Il D*GGO lea, KEC ano RR., (3.3. 7) 
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证 1) 由 链 法 则 有 
D'G(u) 一 >) G? (u)D u- D y, 


aq y Fa =a 
HRI e le, Blu ERR GEC?(R)K I G” (u) Iie <C. 8 
分 别 对 D e, De 用 引 理 条 件 即 知 (3. 3. 6) 成 立 . 
2) WRI O Mean, A 1) 的 讨论 并 对 x 用 H6lder 不 等 式 ， 
有 ` 
| DrG(Cu) | ias, «€ C, 5 | Do u| LOL | pe ul LHL”) s 


ateta g =a 


Ap a;250, c;—2lal /la | 之 2 (j 王 1,2,…,k). 利用 引 理 条 件 即 知 
(3. 3.7) 成 立 . 
定理 3.3.1 之 证 朋 1) 首先 ， 当 p'<N, BI, ppu t(t—1) 
Apru FORE SE SRXETIe x e2^) NA E S2, h5 3.3.2 与 
5|38 3.3. 3 知 
| 22m, | C, 2^». 
35 psc No Ht, X, pud (51) A, pu 的 谱 的 支 集 在 和 引 委 c2% 中 . 同 
样 由 引 理 3. 3. 2 与 引 理 3. 3. 3 知 
| Impp (S C. 
所 以 a(xz,D) 是 Si 28 ET. 由 定理 3. 1. 12 All oi (x, D)u€ 
H*^ (R^). 
2) 再 看 o.(x,D)u, WAE $70 的 情形 . 对 v€ C'(R') (p 
0) 用 引 理 3.3. 2 有 
| 91S, pU il 15" x C, 25. i Spp U I LU. 
ifud35|38 3. 1. 8 有 
| Spp U | DX M i Agg V ll LU 


qx pd xp 


loprlg 
«C 3) 277?" | A, oo llo 


gP p 


Gode GT Egg 
<C M 2 Ead 


SP xp 


所 以 
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Ca, “lal <p, 


. C, (pt N,), 34 [o | — a, —p, 
ll 22S, v li x CIN. lal p. a mp, (3.3. 8) 
C2", * FI Po, M e| >p. 
B ucc 41F'(u) € C^, 因此 当 |a| I o 时 由 上 面 讨论 知 
l 22S, F'(u) | > K C, 2ntr iio, 
对 zw 我 们 希望 得 到 类 似 的 估计 , 但 这 需要 借助 于 引 理 3.3. 3, 即 
需要 对 满足 18| 委 jcx| ，|wl >o 的 重 指标 8 给 出 相应 的 估计 . 但 这 时 
一 般 没 有 18| > 一 o 的 条 件 ,解决 的 办 法 是 将 zx E c C 7! 的 函数 ， 
la| >p AA lL >>ol8| /lal. 故 
l 3E (Eppu + (t= 1) As gu) l| i7 < C20 
于 是 由 引 理 3. 3. 3 有 
l| aimp g lio meteo, 
BO lal >p 有 
ll az (mpg Gc) Spp F'(u)) ll, C20» 70», — (3.3.9) 
男 一 方面 , 对 a==0 有 
| ms, y (x)— Spp F (u) lij 
<S | m, y Gr) F (u) |> + || F (u)— S, pF (u) i> 
Co2 ^. 
用 播 值 定 理 即 知 对 任意 的 cEN 有 (3. 3.9) 成 立 . 所 以 os (z,D)€ 
ni 注意 s >0 时 > 十 po>>0, 再 用 定理 3. 1. 12 即 知 当 s 十 p>>0 时 
o: (x,D)u€ Hi, (R^). 
3) H s <0 时 一 般 不 一 定 有 s 十 o>0 (s> 时 显然 有 ”十 o> 
0), 不 能 用 定理 3. 1. 12, 而 需 作 新 的 分 解 . 首先 我 们 知道 当 y<0 
时 uE H (R), XAXA s 5/2, F'(0)—50, FA F (u) € 
H"*(R'). iB Mpe = m,y (x) - Spy F' (u), 下 面 我 们 先 给 出 
DM, p BJ LL (LZ )- 模 的 估计 , 然后 再 对 Mor 作 一 新 的 分 解 并 加 以 
讨论 . 同 2) 的 讨论 , 首先 对 |al 二 0 有 
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| Mpy | san) S | or 一 F'(u) | iu 
+ | F'(u) 一 S, ,F'(u) ll Da, 
用 引 理 3.1. 8, 并 注意 p p - N IE M, —0, 故 有 
l M, Ilary SCZ. m, y — F Cu) llo 
+ |E (u) — Sp pF Cu) Ilo) 
<C gege < C2 969-3. 
对 lc|>s*+y —1/2, 用 引 理 3.3. 2 555] 8 3. 1. 8 有 
l| DS, yF’ (u) latum, < C277 tem, 
男 一 方面 , EW v, y m X,yuc G—1)A, pu, BAERE 18] 
lal K g RIJE uc HY CH, 其 中 


e Gries 


7 «scs. 
M lal >s+s —1/2 时 总 有 
IBI Gts -j Hl =r- 

所 以 可 用 引 理 3. 3. 2 551 3. 1. 8 得 到 

l| Deosy lam < Ozone 
再 用 引 理 3.3. 3 就 有 

l| DF Copy) I ary C 20mm m 

由 插值 定理 即 知 对 任意 的 a € N" 35/8 

lI D'M, s leas) x C,2^«tr irren (3. 3. 10) 
下 面 对 M,.* 作 新 的 分 解 , 仍 用 3. 1 节 的 记号 有 

1 —(9(2?£)-4 219(2 6)) 


1 


. (y (2*6) 4 Me (ze), 


420 


那么 
M,» = » (X,A je M, y ) 十 5 (Are Ey Mpp) 
qz0 


qz0 


十 5 (Ararte M p.p ). 


ag 20 
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为 方便 也 记 为 
= > [Mrs]; + 2M, + 2) UM, dus 


420 gq 20 


(3. 3. 11) 
由 (3. 3. 10) 我 们 可 以 证 明 对 任意 正 整 数 M,M , 存在 常数 Cu , Car 以 
及 CMv 使 

I EM, ] lira < Cu2 Mn rem, (3. 3.12) 

ll EM, de lary Cw 27 nen, (3.3. 13) 

VEM, Jue Irany | Cue 2 96 — (3.3.14) 

成 立 ， 以 下 我 们 仅 证 (3. 3. 12)， 其 他 两 式 的 证 明 是 类 似 的 . MEAE 
o 的 道 Fourier 变换 ， 则 gy, 的 逆 Fourier 变换 是 

hys, = 2779 h (2593). 
Bibel 'BPe(5-—0. 所 以 对 一 切 XAEN" 有 
(— 1 [on (x)dr = PITE = Dip(0) = 0. 


Arly Mpy )= [hmle = 9 GM, 00dy 
= [zen n) uM) 
-5 La- yya, Mar )(z)1dy， 
AA 
所 以 


| [Mpp ] las S C209"! oe (Ss Mp )(y) am- 
再 由 (3. 3. 10) Ag 
ll [Mis ds ll inar x Q,2 (lets t M EI oer 


-4lal- plsti) 
< C2 um 


R a fa] =M 则 (3. 3. 12) p; 7. 
有 了 以 上 准备 , 下 面 再 回头 考虑 wm (r,D)u, 由 (3. 3.11) 有 
a» (x ,D)u = M, Ayu 
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= 这 (25[ Mo lé Ansu)+ 2L LM Anyu) 


92:0 


DE (5 UM, lae Appu) 
qq O0 pp 
=5 wW; +Š W, + D War- 


对 上 式 我 们 分 别 估计 如 下 : 
(a) SEW, , 它 的 每 一 项 的 谱 的 支 集 包含 在 
[LEIS u2^, pH «| e | uon 
中 , 其 中 jy SE. 更 大 的 常数 . 那么 由 引 理 3. 1. 9 与 (3. 3. 12) 有 
l [Mise Appu lo C27 E EM, Apwu D ran 
<I EM, de llan B Appu llo 


—qOf- El y y Cet M) ps 
Cw2 90-7 p(t g) P 


«Cw gite ; 
Ht jep) €. 由 引 理 3. 1. 6 A4 M 29 (n—1)/2 i} Wi € 
H:+,(R"), JH 


| 4 DE < 2 ll Ws ll ssp 
9 q 


LZ DU ATL aan i 
< X (ntm (Cy prt tene, rl 
4 bp 


E on-l oo. 
< Doro, 


选择 MEDAME D, We € Hi, (R7). 
(b) 再 看 W。, 它 的 每 一 项 的 谱 的 支 集 包含 在 
ip! 2^7* «| El 2^", | el S u2" | 
中 ,这 里 较 W 更 为 困难 的 是 因 * <0 而 不 能 直接 用 引 理 3. 1. 6, 故 
需 重 新 分 解 W, 为 
= NX pr Jap gu), 
那么 由 引 理 3. 1.9 与 (3. L 13), 并 注意 s+2s —1/2>0, 则 有 
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， < C200 | NM 2 [My AS luus 
P 


, (1 
(n-1)8/2 —Mq-p' G2; d) ps 
< Cu2 3 2 MU PIECEN Pie pg 


p'Zk- Ns 


| A, 2 [My IT 
P 


Cm2 MI P Ig à 
同 (a) 的 讨论 知 W,€ Hi (R), 进而 当 M 充分 大 时 
SW, € Hin (R"). 
ri 
Ig 27* «| e [ec uan, uo 26 K| e! [< uan] 
中 . 由 引 理 3. 1.9 与 (3. 3. 14) 8 
i [M,; v Jog Appt |l 0 «C207 | (M, Jag Ap pu NE 11 


—Mq-q (M 713) p! Gf -Fp)-— ps 
S Cur? : Eppo 


HR feny EP. 由 引 理 3.1.6 可 知 W, y € Hia (R"), 进而 当 M， 
M 充分 大 时 
S Weg € HA). 
4) 最 后 讨论 
Bi(u,u) = 970, (Zm A u)(A Ey), 
这 里 l 
l, (Z) = N F'(Z, yu + 05, yu d ta Ay u) dódt. 
由 引 理 3.3. 2 与 引 理 3. 3. 3 知 
l| 222, ll," < C209, (3.3. 15) 
同 3) 将 2,r 作 新 的 分 解 有 
Lax) 一 一 NU ]é 十 Delet UE 
381A (3. 3. 12) , (3. 3. 13), (3. 3. 14) 的 证 明 我 们 可 以 从 (3. 3. 15 ) 推 得 
对 任意 的 M,M' , 存在 Cy ,Cx ,Cww 使 
ll [4g le l| ~ KC", (3. 3. 16) 
ll Z5, ly loo C2", (3. 3.17) 
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ll [e Jog lo Cu 2 7. (3. 3.18) 


那么 对 B,(wu,u) 有 
B,(u,u) =>; (35 [rz (Zp A; u) (A, By 1u)) 


q 


+ 2; (2; E ] Ga Ay u)(A, Esau) 


4 p.p 


十 > CS da (Zm Ap u)(A, E,au)) 


«4 PP 
=>, v; + Dyo + D var- 
下 面 分 别 估计 wy ,ze Vag 
(a) 首先 看 un, 它 的 每 一 项 的 谱 的 支 集 包含 在 
[pu 1 2^* «| 6 [s pA, | E [xz 2? | 
rh. 并 且 由 (3. 3. 16) 有 
il (4. 1, CEA ^p u)(A, Eya u) I o 
| Cu2 || (Xa Ar u)(A, Xyau) Il o. 
而 类 似 于 定理 3. 2. 2 的 证 明 我 们 有 l 
I (G7 Apu) A, Xy-iu) il 0 
x li Xa ^p u il LL”) li Ap By iu | L* (12) 
< A P ， 
所 以 
ll Lg l(i Ap CA, Xyau) |o L Cuz PEHA eg y, 
EKumle,,I€ P. 在 s 之 0 的 条 件 下 由 以 上 讨论 及 定理 3.1.6 知 wv,E 
His, (R), 再 由 M 充分 大 即 证 得 2) v, € Hi, (7). 
Es <0, 则 考虑 
| A, 2j [4g INO ^; u) (A, Eja u) 
P 


0 


< c27" | AD [ls Ja (Sp Apu) Zya) | 0, 
" 


—Mgq--ps—hk(s 
« Cu2- M rg, 


Hle] € P. 同 3) 之 (b) 也 有 2) v, € Hi, (R). 
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(b) 再 看 v, 它 的 每 一 项 的 谱 的 支 集 包含 在 
l| els u2^, p2 x e S urn 
H, 由 (3. 3. 17) II 
lU Ga A a) (A Esa Do 
« Cu2 MN mr 9g 

其 中 ep.y1 € P. 因 这 时 候 总 有 六 0, 故 可 用 定理 3. 1.6 知 v; € 
Hi. (R), Bid M' 充 分 大 即 证 得 > v; € Hi, (Q"). 

(c) 最 后 看 vw. 它 的 每 一 项 的 谱 的 支 集 包含 在 

[y 2^* «| EIK uE, uo27 xc | e | unm 
中 ,用 (3. 3.18) E iiE 
lU lag (Spa ACA, Zr Ho 
S Cuawe2 n Mace EU e, y , 

其 中 te,y1E8. 同样 用 定理 3.1.6 知 wweE Hi (R), BRM, M 
充分 大 证 得 2), ves € Hi, (7). 

综合 1) ,2) ,3),4), 我 们 知 o (x,D)utos(x,D)ut+ Bi(u,u)€ 
Hi,(R"), 即 F(w) 一 royuE€ H4,,CR").. 再 由 定理 3. 2. 2 即 知 
F(u)— Tpu E H;4,(R"). 定理 证 毕 . 

与 仿 线性 化 定理 ( 见 定理 2. 5. 1) 同 样 的 处 理 , 我 们 可 把 定理 
3. 3.1 推广 到 下 面 的 一 般 形式 : 

定理 3.3.4 设 F(x,y)EC”(R"XRN), 且 对 文具 紧 支 集 . 车 
XA E ustes un € Hi, (RO, 51/2, scs 29n/2 B. s 25/2 
1/2, 那么 


N 
/ 
FG uu tus) 一 5 Tio, FyG a euy) Uj € H?,(R"). 
je ! 


3.4 非 线性 方程 解 的 奇异 性 的 反射 


作为 切 向 仿 微分 算 子 以 及 切 向 仿 线性 化 的 一 个 应 用 , 我 们 考虑 
非 线性 偏 微分 方程 解 的 奇 性 反射 首先 , 我 们 引进 切 向 微 局 部 化 以 
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及 切 向 微 局 部 Sobolev 空间 的 概念 ， 如 同 J。Sj6strand 在 [Sj2] 中 所 
作 的 一 样 , 我们 定义 切 向 拟 微分 算 子 为 
Tu(z) = (x)? fala, y 6 uf in, )dy'de', 
. (3. 4. 1) 
RHP alr, y E REXE RXR OXR 上 的 经 典 象征 . 25 人 是 
具 恰 当 支 集 的 算 子 , 又 可 写 
Tu(z) = Qu) [erii yuQ n )de^.— (3.4.2) 


在 上 式 的 表示 中 ,wu(& ,x,) 记 ux! ,x,) 对 变量 x^ 的 Fourier 变换 . 
与 通常 的 经 典 拟 微分 算 子 理论 一 样 , 4 tlr, é) E Sro(R XR) 
时 , 我 们 记 相 应 的 算 子 T BUE 7S T"(OR"). 显然 若 TE T"(R"), 
则 T Æ H2 (R'08] HH;-,(R") 的 有 界 算 子 . 更 一 般 地 , 对 R 中 的 
EEREN, T EM Has (0) l| Hi, (02) 的 有 界 算 子 . T= 
DT" 是 具有 C” 核 的 算 于 的 集合 ,确切 地 说 一 个 算 于 RE T 一 是 
指 

Ru(x) = [RG. y uly df, R(r,y) € C". (3.4.3) 
和 第 1 章 的 拟 微 分 算 子 的 讨论 类 似 , 切 向 拟 微 分 算 子 的 讨论 总 是 在 
相差 一 个 下 ”类 的 算 子 的 意义 下 进行 的 , 用 切 向 拟 微分 算 子 可 以 很 
方便 地 给 出 切 向 微 局 部 化 的 概念 . 

定义 3.4.1 X u€ H(RO, RZ Gs, £ 2€ R'XQ(R"'VA(0D 
时 ,存在 T€ T' (RO E e (x, 60 E MEL 69. 使 得 Tu € HR”), 
WR] 4& u 4E Cx 6508 Va 6 CE SEO T. HCR), 记 作 u€ HG 8. 

我 们 考虑 如 下 拟 线性 偏 微分 方程 

Lu — 9,u G(x, ulz), =, u(x), =) =0, (3.4.4) 

HOiGCC"(R"XR')BREXS8,a—(m,:77,22), lal ad. 在 本 
节 我 们 总 设 u€ HZ), s>1/2+2, s 十 s >n/2+2. 又 记 


bi.) = &- I EGG) s) (3.4.5) 
lel=1 a 
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为 (3.4.4) 的 主 象征 .以 下 为 方便 计 , 常 记 
aG,&) = 9] SEG) (Y. 


laf 21 
i DRE Ll. ,a(x,& )) 的 次 特征 带 . DE r EEES] 
上 的 投影 . Z rnt, 则 曲线 下 = 和 (t,x (1),&'(1))) 是 微分 方程 


dz; 283a / 7 N 7 一 7 
dt = ag ET Ra ), M x (0) Xo, 
d£, EN Ja / 7 N 7 — Af 
dt mm Jy, x € ), 当 € (0) = 如 


Q—1,2,-,—1) (3.4.6) 
的 解 . 由 定理 3.1.10 Xl u € Hz. (Q)BEUIRUE T EC, 故 过 任 一 固 
XE JR (to ,ze ,名 ) 的 玉 是 唯一 的 . 

关于 方程 (3. 4. 4) 的 解 wx(z) 的 奇 性 的 反射 ,我 们 有 如 下 结果 : 

定理 3.4.2 (GG. 4. DAR uE HZ (D, 5221/22, s 十 s 
>n/2+2, RÆ o€ [s s +p], pps) lss ) 的 定义 见 定理 
3. 1. 10). 

D 车 对 某 一 固定 的 E10,T], ue HA. HZ (sx (D, 
&€ GO). Pit x )0.£ (50)).&, Bl uc Hz! (QD, 并 且 对 任意 
t€[0, T], ult, DEHE (x (OO, E00), 

2) € ul. € H+ GI (00,8 000, 那么 uc EGO, 且 对 任 
€:€[o,T], ult, o) EHH ex 0), E (O». 

这 一 结果 可 见 [Ala]. 其 中 1) 和 2) 可 以 分 别 用 来 描述 奇 性 的 入 
射 与 反射 , 它 的 一 个 重要 特点 是 在 低 一 维 的 情形 下 , u 微 局 部 的 正 
则 性 并 不 减少 1/2. 具体 地 说 ， 当 把 点 (t,x (2),&'(t)) 限 制 到 {t= 
const. 上 时 ,zx 在 点 (x'(z),&'(7)) 的 正则 性 并 不 减少. 

由 于 定理 的 证 明 较 长 , 我 们 这 里 仅 简单 给 出 证 明 的 思想 ,具体 


的 细节 请 见 [Ala]. 
首先 , 将 (3.4.4) 作 切 向 仿 线 性 化 ， 有 
aput M Toon, ðs u =R. (3.4.7) 
lal xit 


由 定理 3.3. 4 AL RE Hie, (Q), p—p(s,5). 而 对 (3.4.4) 的 讨论 
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就 转化 为 对 切 向 仿 微分 方程 (3. 4. 7) 的 讨论 . 较 一 般 地 ,我们 可 以 
考虑 切 向 仿 微分 方程 

Pu = D, u — A(xz,D:)u =R, (3. 4. 8) 
其 中 A€Op(GD,R€ Hi (0), HIE plr, E) =r Al, EAA 
TOP 的 象征 .容易 看 到 定理 3. 4.2 是 下 面 定 理 的 简单 推论 . 

定理 3.4.3 若 (3.4.8) 有 解 uE H lN), 521/242, ss 
>n/2+2, XX s€[s .s tp]. p pss. 

D zxx—HEx65€].T]huweHaz0H, Gaz, 
EaD, Re Hia HE Go, 8 uc H7 OO, 3E Bop E * (€ 
[0, T], ut, DEHE (x O, £' (O55 

2) € ulo € HH G'(OD,£'(000, 那么 u€ HZ (QD, Bs 
任意 (€ [0, T], ult, EHTE Gi 0), E (OD). 

和 2. 6 节 的 非 线 性 偏 微分 方程 奇 性 传播 定理 的 证 明 类 似 , 定理 
3.4.3 的 证 明 主 要 依赖 于 沿 下 所 作 的 切 向 微 局 部 的 估计 式 . 为 了 得 
到 这 一 估计 式 , 除 了 要 用 到 2. 6 节 中 提 到 的 关于 仿 微分 算 子 的 强 
Gárding 不 等 式 外 , 还 用 到 类 似 于 引 理 2. 6. 3 的 一 个 引 理 , 不 过 这 
里 不 同 的 是 需要 针对 入 射 次 特征 带 和 反射 次 特征 带 的 不 同 的 特点 分 
别 讨 论 , 并 注意 考虑 边界 点 上 的 一 些 新 特点 .这 里 我 们 就 不 一 一 氢 
述 与 证 明了 ,有 兴趣 的 读者 请 参阅 文 [Ala] 和 [Sal. 
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在 本 书 的 第 二 、 三 章 我 们 讨论 了 仿 微分 算 子 的 理论 及 应 用 , 它 
所 用 到 的 基本 思想 是 调和 分 析 中 的 L-P 分 解 , 而 这 正体 现 了 微 局 部 
分 析 更 趋 于 “精细 ”的 发 展 趋势 . 能 体现 这 一 发 展 趋势 的 另 一 重要 的 
思想 是 处 理 所 谓 "“ 各 向 异性 "的 ( 拟 ) 微 分 算 子 , 它 将 经 典 拟 微分 算 子 
“平等 地 ”处理 各 个 方向 的 方法 更 精细 地 改进 为 针对 各 个 方向 的 不 同 
特点 “ 非 齐 性 "地 处 理 各 个 不 同方 向 的 问题 , 这 无 疑 使 微 局 部 分 析 理 
论 发 展 到 一 个 更 高 的 层次 . 而 本 章 将 讲述 的 余 法 分 布 空间 正 是 这 一 
思想 最 直接 地 应 用 . 至 于 讨论 这 个 思想 更 进一步 的 发 展 和 应 用 是 本 
书后 三 章 的 任务 . 本 章 在 介绍 余 法 分 布 空间 最 基本 的 概念 和 性 质 
后 , 着重 在 余 法 分 布 空间 的 框架 下 讨论 了 非 线性 方程 解 的 奇 性 的 传 
播 , 相互 作用 与 反射 , 并 在 最 后 一 节 介 绍 一 些 具有 很 强 技术 性 的 有 
关 余 法 奇 性 的 最 新 研究 成 果 . 


4.1 余 法 分 布 空间 


我 们 先 从 最 简单 的 情形 开始 . 设 QCR" 为 一 开 集 , ICa 为 一 
CHH, TA 表示 人 上 的 切 从 , 45C C^ (0, TQ) € Q 上 所 有 切 
T: 的 向 量 场 集合 ， 则 我 们 定义 

定义 4.1.1 若 对 任意 M; EMs, ht uc Hi Gi X. 

M,--M,u € Hel, Is kh, 
则 称 w 是 日 i.(02) 中 相对 于 对 的 上 阶 余 法 分 布 ， 所 有 满足 这 一 性 质 
8] Eu 的 全 体 称 为 HOO E85 3 X 89k 阶 余 法 分 布 空间 ， 记 
为 H'"(,2). 
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显然 , 由 定义 知道 , sms, e xS, D 
H+ (0,5) C Hn (0,5). 
EIEE k A u € H (0,5), MER uE H> (0,5), BB 
H (2,5) =N H (0,5). 
H'"^(0,X)Z3689— 3 BS DIT EE] x ORRERA. 又 若 记 
x (x m). p(x) EC”, h(x,) Æ Heaviside 函数 , 则 p(x )G9h (o, ) 
是 H” (Q, ir, =0 ATR. 
注 更 一 般 地 , 将 R'GÉOS— CC RE X. E EX ARAF 
流 形 ， 亦 可 类 似 于 定义 4.1. 1 来 定义 流 形 上 的 余 法 分 布 空间 . 
因为 是 一 C~“ 超 曲面 , 所 以 M 对 交换 运算 是 封闭 的 , 即 当 
Zi, Z: € Ms Ej, 
[Z , Z] € 45. (4.1.1) 
事实 上 , 若 设 局 部 地 可 由 g(x)==0 给 出 , ERAR ZEM, N 
frei x 上 Z 的 方向 应 与 3 的 法 方向 垂直 , BD Zol:=0. 由 
Weierstrass 预备 定理 即 知 存在 一 个 C^ 的 函数 a(x), 使 得 Zo(x)— 
a(x)g(x). 反之 , 若 某 向 量 场 2 WE Zelr)=alr)plr), M ZE 
Mz. 现在 Zi, Zo € Ms, BUS yp 一 wp，22p 一 ip， 也 就 有 
(Z Za — ZsZi)9 = (Zia: — Za)g, 
AK (4. 1.1) 成 立 . 
若 记 DIDE N Ek 阶 微分 算 子 的 全 体 , 并 定义 Diffz(0) 
由 . 必 中 至 多 k 个 向 量 场 生成 的 C” 系 数 的 代数 ,显然 Diff; (0) C 
Diff'(Q). 由 (4.1.1), 定义 4.1.1 可 改写 为 
H''(Q,Z)—lu€ Hi.(0); Pu€ Hi (0Q), P€Diffz(Q)]. 
(4.1.2) 
而 Ditfs(Q) 被 称 之 为 “相对 于 开 的 & 阶 全 特征 微分 算 子 "( 详 见 
[Ha2] 第 二 卷 , 第 18 章 ). 
进一步 我 们 还 可 看 到 当 x € ONE, Ml Hox 点 的 切 向 量 场 
CR” 张 成 ; M rE, M WHAT: 5 张 成 . 下 面 , 我 们 回顾 一 下 
会 切 从 和 余 法 丛 的 定义 ,并 利用 上 述 事实 初步 了 解 余 法 丛 与 余 法 分 
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空间 的 关系 .首先 对 任 一 固定 的 定点 xo。，T; R 可 以 定义 为 
TR = C"(R)/-, 
这 里 等 价 关 系 “ 人 "是 指 : 若 
f—g = flzro)—glzro) thl), h(x)—o(0)(r— m), 
则 称 f—g. 这 样 的 等 价 类 记 作 [ fj;,， WARIA TR" 定义 为 
T*"R"=U T: R. 
r€R" 
对 ECR', 我们 还 记 
T; R” =y, T R”. 
当然 , RA TR 是 切 从 TR" 的 对 偶 空 间 , 我 们 又 定义 
Ni = {|(x,a) ETR"; z€ X; a—lfl.. 
f€C^"(R)H&xrf-ol! (4. 1. 3) 
并 称 Ni (C Tz R") 是 相对 于 超 曲 面 王 的 余 法 丛 . 而 TEC T;R'" 可 
与 Ni 在 TsR" 中 的 零 化 子 等 同 . 这 就 是 我 们 称 HU (0,2)29z& S 
分 布 空间 的 由 来 . 关于 余 法 从 与 余 法 分 布 空间 的 关系 , 在 后 面 的 讨 
论 中 将 会 看 得 更 清楚 . . 
下 面 两 个 引 理 将 有 助 于 我 们 更 具体 地 了 解 余 法 分 布 空间 的 一 些 
性 质 . 
引 理 4. 1.2 车 xzE 厅 (2,3)， 则 xx 在 开 集 QZE 上 属于 
His Q2. 
证 {E x€ ONE, 可 作 截 断水 数 g(x)ECo (Q) , 使 在 z 的 一 
个 邻 域 中 p(z) 王 1 H supp ef1X—(2, 那么 任 给 PE Diff'CQ) (注意 
不 是 Diff;(0)), 显然 有 P(gu) € H'(Q), 所 以 qu€ H (Q0), BD u 
在 Q\5 上 属于 His (0). 
由 这 一 引 理 马上 可 以 推出 : 
u E H'"(0,X) > sing supp u(x) C X. (4. 1. 4) 
更 进一步 , 我 们 用 记号 Wu 表示 函数 的 上 阶 波 前 集 ( 即 指 函 数 u 
的 五 we(2) 正 则 性 被 破坏 的 点 (z,6) 的 集合 ) ， 则 有 
引 理 4.1.3 £ucH'"'(Q.3,B WFE CNi. 


178 


T ——— — —ESEEUNEGEENEEXEEXS NEGXXXG 第 4 章 余 法 分 布 空间 和 余 法 奇 性 


证 由 引 理 4.1.2 BAD u dEQNE ERST. Hi (0), Máu 
上 , H(x,6) € Nz 时 ，. 刀 中 向 量 场 在 这 点 是 微 局 部 椭圆 的 , 即 存 
在 微分 算 子 PE Diffz (A), E P El, e ARWR ME, 并 且 
Pu€ Hi, (Q). 这 就 是 说 函数 在 (x,&) 微 局 部 地 属于 H, dk 
(x,£) € WF,,u. 5|EiERE. 

从 这 一 引 理 我 们 又 一 次 看 到 余 法 分 布 空间 与 余 法 丛 的 联系 , 这 
点 我 们 在 后 面 的 讨论 中 将 还 会 看 到 . 另外 , 我 们 还 应 指出 用 余 法 分 
布 空间 来 描述 三 上 的 奇 性 比 用 波 前 集 来 描述 有 更 好 的 性 质 . 例如 ， 
当 ;之 n/2 时 ,，H”*(Q,5) 对 通常 函数 乘积 形成 一 个 代数 (这 点 我 们 
将 在 后 面 给 出 证 明 ), 但 当 n1 时 , 适合 WENI 的 4 一般 不 
形成 代数 . 正 因为 这 样 , 在 非 线性 偏 微分 方程 的 讨论 中 (特别 是 奇 
异性 讨论 中 ) 余 法 分 布 空间 是 一 个 合适 的 框架 . 

下 面 我 们 将 定义 4. 1. 1 推广 到 一 般 情 形 , 这 时 我 们 将 不 是 相对 
一 个 光滑 超 曲 面 , 而 是 相对 于 多 个 光滑 超 曲 面 5 ,… E, 来 考虑 相 
应 的 余 法 分 布 空间 (这 里 3 ,… En 可 以 有 不 同 的 维 数 , 也 可 以 互相 
横 截 相交 或 相 切 ). 当然 我 们 可 以 类 似 于 定理 4. 1. 1 引进 一 个 同时 

” 切 于 这 些 光滑 曲面 的 向 量 场 , 但 这 样 来 定义 显得 过 于 粗糙 并 在 实际 

非 线 性 方程 讨论 中 带 来 难以 克服 的 困难 . 例如 ， 当 ,, ,3 均 是 
余 维 数 为 1 的 光滑 超 曲 面 , 且 它 们 党 一 个 余 维 数 为 2 的 光滑 子 流 形 
了 上 两 两 横 截 相交 , 那么 同时 切 于 5 ,… ,5。 的 向 量 场 在 上 过 于 
平坦 ( 即 向 量 场 在 厂 上 将 高 阶 为 零 ), 用 这 一 向 量 场 与 严格 双 曲 算 子 
作 交 换 子 了 时 , 交换 子 将 不 能 被 这 一 严格 双 曲 算 子 与 向 量 场 本 身 线性 
表 出 (而 在 非 线性 方程 解 的 奇异 性 研究 中 这 一 表 出 是 至 关 重 要 的 ). 
为 此 , 我 们 自然 想到 用 某 些 特定 的 拟 微 分 算 子 来 代替 向 量 场 , 或 者 
说 用 特定 的 一 些 拟 微分 算 子 来 替代 Diff CQ). 

先 从 一 般 情形 开始 . 

id L; 是 j 阶 的 经 典 拟 微 分 算 子 的 集合 . VEM, ,… ,MELi, 我 
们 定义 一 个 算 子 集合 MCL)» 
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P 
MEMSMEL, M= DAM, A, 
jd 


AEL (1-—0,1,-,p). (4.1.5) 
ix HM, e M, R MERT. 由 (4. 1.5) 易 见 ，M 是 否 属于 M 
仅 依 赖 于 M 的 主 象征 o. (M). 

我 们 也 可 以 说 算 子 局 部 地 或 微 局 部 地 属于 M 对 算 子 N, X 
存在 ME 局 部 地 在 x。 附 近 ( 或 微 局 部 地 在 (zxo, 包 ) 附 近 )， 使 
ecCM— N) —0, 则 说 N E xo 附近 局 部 地 (或 在 (xo,&) 附 近 微 局 部 
地 ) 属 于 A. 我 们 还 可 以 说 如 在 某 点 附近 局 部 (或 微 局 部 ) 地 由 | NN,} 
ER. 这 是 指 存 在 一 组 L, RIN). 使 对 中 任 一 元 素 M, 在 
xzo( 或 (zo, 名 )) 附 近 , 都 存在 A, € L,, 使 

o3 (M— MAjN,) — 0. 


UN; EROS. M RERI. 

为 了 使 由 定义 的 余 法 分 布 空 间 是 有 意义 的 ,我 们 还 假设 M 
是 一 个 Lie 代数 , 即 对 娄 的 任意 两 个 生成 元 Mi ,Mi, 均 有 

[M;i.M;] € A. (4. 1. 6) 
定义 4.1.4 车 对 任意 MEM, hg uc Hi GD E X 
M,--M,u € Hel, ISk, 

则 称 u 是 Hi D PAFTA k pi B. PDA HBRGx — A 
的 函数 全 体 称 为 Divx (2) 上 相对 于 .的 上 阶 余 法 分 布 空 间 ， 记 为 
H** CQ, 40. 

iki 我 们 还 可 推广 以 上 定义 到 若干 个 算 子 集合 的 情形 , 即 相 
对 于 AM, AM, 的 余 法 分 布 空间 H (A; M,e, A). 在 后 面 
几 节 将 在 一 些 具 体 的 情形 下 给 出 一 些 具 体 的 定义 ,并 给 出 相应 的 应 
用 . 

注 2 当 超 曲面 不 是 光滑 的 情形 下 , 拟 微分 算 子 集合 女将 被 一 
些 特定 的 仿 微分 算 子 替代 , 这 一 情形 将 在 本 章 最 后 一 节 给 予 简短 的 
介绍 . 

在 前 面 几 章 我 们 已 看 到 , 在 非 线 性 问题 的 讨论 中 , 函数 空间 是 
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否 对 乘法 构成 代数 是 至 关 重 要 的 . 那么 定义 4.1.4 给 出 的 空间 , 4 
;之 n/2 时 能 否 构成 代数 呢 ? 遗憾 的 是 这 点 从 定义 上 是 不 能 保证 的 . 
事实 上 我 们 在 R? 中 车 取 M= (1 一 A) "9,3,,， 并 记 由 M 生成 的 
算 子 集合 为 W ( 仅 一 个 生成 元 的 集合 UOS ZR E Lie R$), E 
然 当 a 充分 大 时 , 1m ft, x E H^" (0,40, 4B 

[n |e. |z| d H^* (Q,A40. 
所 以 我 们 必须 对 UC BER EE f iE ARE. 

XX 4.1.5 HEŠ GG €OCR', &.& ERNO), $E n, B 
近 存 在 一 组 向 量 场 Z1 ,… ,2Z，， 使 得 

D 4A G60.GV 560 Rib, Z; olo, E SR ET .Wi 

2) 对 所 有 MEM, 都 存在 AiEL (Ci 一 1 9dq)， 使 得 M 在 
Gro p) BE ACE SOR H Zio Z 生成 ， 

M= Y AZ; 
则 称 4 满足 三 点 条 件 . 

定义 4.1.6 dk ACL, 是 由 (4.1.5) 定 义 的 集合 , # .不 构成 一 
个 Lie 代数 并 满足 三 点 条 件 ， 则 称 .人 对 余 法 分 布 是 适合 的 . 

定理 4.1.7 车. 刀 是 对 余 法 分 布 适合 的 算 子 集合 , 则 当 sn/2 
时 ， 晶 (02, 人 是 一 个 代数 . 

为 了 证 明定 理 4. 1.7, 我 们 还 需 作 以 下 准备 工作 . 

引 理 4.1.8 X u,v€ H" (Q,40, s9n/2, B.M 对 余 法 分 布 是 
适合 的 ， 则 u. vE H”!(0,.A0. 

E 作 微 局 部 的 单位 分 解 1= Dee), 其 中 ej (6) 的 支 集 含 在 
< 空间 充分 小 的 开 锥 中 . E E; — E; (D.) € Lo EVA e; (£) Z8 REIR RE 
F. 那么 对 MRES M 我 们 有 

M(u:v)= >) EM(E, u - Ej v). (4.1. 7) 


对 Q 中 任意 一 点 z, 我 们 仅 需 在 x 一 充分 小 的 邻 域 中 讨论 问题 . 这 
时 由 三 点 条 件 知 , 对 任意 的 supp(CE;) X suppCE; ) X supp(E;, ) 均 可 
找到 一 组 向 量 场 1Z,} , 使 得 
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AM(Bu - Cv) = >)D,Z,(Bu) (Cv), (4. 1. 8) 
P 


上 式 中 的 A,B8,C 即 前 面 给 出 的 E;,E; STE, , DEL. 由 向 量 场 的 
Leibniz 公式 有 
AM(Bu - Cv) = DD,(Z,Bu: Cv) - 2)D,(Bu - Z,Cv), 
(4.1.9) 

HT Z,B,Z,C€ 4, lá Z,Bu,Z,Cv€ Hi.(Q), fg Hi. (OQ) E— (X 
数 知 AM(Bu - Cv) € Hi. (Q0), 亦 即 wv € H^ (0,44). 引 理 证 毕 . 

定理 4.1.7 之 证 明 RITI k HAE, ir H (0,40) A 
一 代数 , 那么 类 似 引 理 4. 1. 8 的 证 明 我 们 有 (4. 1. 7), 既而 有 (4. 1. 9)， 
那么 Z,Bu,Co,Bu,Z,Cv JF H (A,A), 再 由 归纳 假设 即 知 
uv€ H**(Q,A), IRER 五 (Q, 40 25 — IC. 

下 面 我 们 给 出 一 些 对 余 法 分 布 适 合 的 算 子 集合 的 例子 . 首先 我 
们 应 该 注意 到 的 一 个 简单 但 是 很 重要 的 事实 是 : 当 . 么 由 一 组 对 交 
换 子 运算 封闭 的 向 量 场 生 成 时 ，.4 自然 是 对 余 法 分 布 适合 的 算 子 集 
合 . 所 以 , 在 下 面 的 讨论 中 我 们 总 是 首先 考虑 A 是否 能 被 一 组 向 量 
场 生 成 (如 例 1 和 例 2), 24. A 不 能 被 一 组 向 量 场 生成 时 再 考虑 验证 


它 是 否 满 足 三 点 条 件 . 实际 上 , 这 就 是 验证 妇 是 否 能 “ 微 局 部 地 ”被 
一 组 向 量 场 生成 (如 例 3). 


例 1 设 王 是 一 光 谓 子 流 形 , 如 是 所 有 在 Ni 上 主 象征 为 零 的 

一 阶 拟 微分 算 子 集合 , 那么 我 们 可 给 定 一 局 部 坐标 (z“ ,x ), 且 不 妨 

认为 由 {x 三 0 给 出 , KE x! = (nnn), a m na onn). 

那么 可 以 验证 

Tor (一 1 l)p Bap 9 (4. 1. 10) 

构成 M 的 生成 元 . 事实 上 , 任 取 M € A, 设 M 的 一 次 齐 次 主 部 为 
oi(M)=m(z,£), 那么 可 写 

m(x,€) = mi(rx,E)& te tmr, EE, (4.1.11) 

其 中 m;(r,£)—m(x,£) lel ^g (j=1,… ,7n), 显然 m; (x,D,) E Lo 

G=1, e,n). 在 (4.1.11) 式 中 分 别 取 (&,… ,名 ) 二 (1,0,…,0),(0， 

1,.… ,0), “(0,0,. ,1); (Ei E) = (0,=:,0), 由 m(x,£&)1E 
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Ni 上 为 零 , 经 过 计算 知 存在 ay E Sro, 使 得 


m;(x,&) = 2 (2,8), ic, 
将 上 式 代 入 (4. 1. 11) 即 知 M 可 由 (4. 1. 10) 中 各 元 素 ( 以 Lo 中 元 素 
为 系数 ) 表 出 . 这 时 ,A 显然 构成 Lie 代数 且 适 合 三 点 条 件 . 
相对 于 光 谓 子 流 形 E. 我们 可 定义 两 个 余 法 分 布 空间 H (0,5) 
和 H'(Q,44) ( 见 定义 4.1.1 和 定义 4.1.3). 这 两 个 空间 的 关系 
如 何 呢 ? 事实 上 , 由 于 MS Cus, E HU (Q,3) OH" (0,465). XS 
任 给 xE H (0,5), 下 证 Mj =M, u € Hie (0), 这 里 Mj €M. 由 
T Mj; 可 由 (4.1. 10) 中 元 素 表 出 , 而 (4.1. 10) ERE RELICTAM, ik 
M, Mi 被 表 成 若干 项 ,其 中 每 项 由 至 多 & 个 (4.1. 10) 的 元 素 以 
及 若干 个 零 阶 拟 微分 算 子 因子 组 成 . 由 于 零 阶 拟 微 分 算 子 是 从 
H (DA H*“*(Q,5) 的 有 界 算 子 ( 这 点 由 数学 归纳 法 易 证 )， 所 
以 由 u€ H**(Q,3) 可 推出 M, --M;u € Hi (0), lk, JRBD u€ 
H (0,4), 这 就 证 明了 
H''(Q,X) = H* (0,4). (4.1.12) 
即 是 说 对 单个 光滑 子 流 形 ， 用 向 量 场 来 定义 余 法 分 布 空间 与 用 相应 
拟 微分 算 子 来 定义 的 余 法 分 布 空间 是 一 致 的 . 
例 2 i 2,2; 是 两 个 余 维 数 为 1 的 光滑 超 曲 面 ,它们 横 截 交 
于 一 个 余 维 数 为 2 的 光滑 子 流 形 卫 我 们 可 定义 Mv, 是 所 有 切 于 
D 和 z, 的 向 量 场 集 合 ,并 相应 地 可 定义 
H'*(Q,X| U 5) = [u € Hi.(0); Zj ur € Hi. (Q0), 
lx kb, Z, € Ais us, l- (4. 1. 13) 
又 可 定义 .如 CLi, 其 中 元 素 的 主 象征 在 Nz ,Nz 及 Ni 上 均 为 零 ， 
在 (4.1.13) 中 换 Ms us, 为 A, 则 可 相应 地 定义 H (0,46). 
以 下 的 讨论 与 例 1 类 似 , 因为 本 例 在 后 面 章 节 将 会 再 次 用 到 ， 
故 不 妨 用 命题 的 形式 给 出 . 
命题 4.1.9 .化 可 由 Us, 生成 (不 仅仅 是 微 局 部 的 ). 
证 Pihis n =fr =], 3 二 {xz 二 01， T= |x; =x: =0] NP 
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见 Ms us 的 生成 元 为 
mij. x)9,. 0, , 0. 0. (4. 1. 14) 
下 面 只 需 证 (4. 1. 14) 也 构成 Ae 的 生成 元 . 类 似 例 1 的 讨论 , 任 取 
ME 4t , 设 M 的 一 次 齐 次 主 部 为 ao1(M) 二 m(x,&), 那么 可 写 
m(zx,€) = mi(x,£)6 t m8, 
HE m(x, =m, EE ^&G—1,-,2), VAR mj (x, D.) € Lo 
(J 二 1,…,n). Hm, HE Ni 与 Ns, 上 为 零 知 
mi(x,£)- ai(x,£)xi t as(x,£)6& Ho Halar, E)E, 
ma(x,£)-— bi(x,£)6 + ob (rT, Er FH b, (x ,E)&,. 
Bg m(x,6) 在 Ni EI 
as(x,£) (r£) Fes (rx, £) xa bes (x,8)& te (x. E)E, 
bi(r,£)—di(x,E)xic ds (x,£)xs - d (x EE d, (x EE,. 
那么 综合 以 上 各 式 ， 即 有 
m(x,£) —hi(x,£)n & dT hix, £)xi& 
TA x,£)& 十 … thlr, E)&,, 
Hr A;(G,D,)€ Lo, 故 M 由 (4.1.14) 各 元 素 表 出 . 命题 证 毕 

$558 4.1.10. H^'CQ,X:UZ) — H** (N, M). 

证 B Ms uz, CA BD H^ (0,3: US) OH" (0,46). 1ER 
uE H (Q,XUX), 我 们 欲 证 M; M u € Hi (CQ), XE M, € 
M, IC, 这 由 命题 4.1.9 是 显然 的 , 故 又 有 

H*'(Q,X: U Xx) C HH (N, M). 


命题 证 毕 . 
当然 , 有 了 以 上 两 个 命题 ,如 自然 满足 三 点 条 件 且 成 为 一 个 
Lie 代数 . 


例 3 ix. 均 是 余 维 数 为 1 的 光 涓 超 曲面 (mr 之 3), € 
们 沿 一 个 余 维 数 为 2 的 光滑 子 流 形 荆 横 截 相 交 . 我 们 定义 MTL, 
且 其 主 象征 在 NE ,… ,Ni 以 及 Ni 上 为 零 , 设 xoET, 任 取 to 上 
三 个 方向 色 , 色 ,7, 那么 至 少 存在 m 一 2 个 曲面 在 点 xo RAE 55 6 
为 法 方向 (因为 这 族 曲 面 是 模 截 相交 的 ), 不 妨 记 这 m — 2 个 曲面 为 
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EX6e6,X. Xd Ms Us, 为 切 于 x. 5 X. PHERS, Ml 的 定义 
[8] 2, 那么 

1) AM: 5 At Elro, & PRG xo E AEA. 

又 由 MlU=2,3)EXEAA 

2) MCA, FERITE Gro ,7) 亦 如 此 . 
这 样 , 由 命题 4.1.9 与 1) 知 (不 妨 记 二 = 1n 091, dx —01), 
(4. 1. 14) d£ (£o ,& ),(zxo,&&) 附 近 微 局 部 地 属于 M. 由 2) 知 M 在 
(ze ,附近 可 由 (4.1.14) 构 成 , 故 s 满足 三 点 条 件 . 而 .如 构成 一 
Lie 代数 ,可 由 拟 微分 算 子 的 象征 计算 证 得 . 故 US 亦 对 余 法 分 布 是 
适合 的 . 

应 该 提出 注意 的 是 ， 当 两 个 余 维 数 为 1 的 光 请 超 曲 面 沿 一 个 余 
维 数 为 2 的 光滑 子 流 形 横 截 相交 时 ( 即 例 2), M 可 由 向 量 场 局 部 表 
出 . 但 当 三 个 或 三 个 以 上 余 维 数 为 1 的 光滑 超 曲 面 沿 一 个 余 维 数 为 
2 的 光滑 子 流 形 横 截 相交 时 ( 即 例 3)，. 必 仅 能 由 向 量 场 微 局 部 地 表 
出 , 所 以 一 般 这 时 采用 向 量 场 定义 的 余 法 分 布 空间 与 用 拟 微分 算 子 
定义 的 余 法 分 布 空间 是 不 一 样 的 . 


4.2. 余 法 奇 性 的 传播 


关于 非 线 性 偏 微分 方程 解 的 奇 性 的 传播 , 我 们 在 2.5 节 已 作 过 
介绍 ( 见 定理 2.5.3). 但 值得 注意 的 是 , 在 定理 2.5. 3 中 有 一 个 重 
要 的 限制 条 件 , BD :2s 一 n /2 一 m 一 1 ( 当 s 充分 大 时 , t—2s, MX 
献上 一 般 称 之 为 “直到 2s 阶 的 奇 性 ”). 852,24 t22s—n/2—m—1 
时 (一 些 文献 称 之 为 “在 2s 以 外 的 奇 性 ") 奇 性 会 怎样 传播 ,多 个 奇 
性 又 会 怎样 传播 和 相互 作用 呢 ? 在 J.-M. Bony 的 工作 ( 即 定理 
2. 5.3) 以 后 , 这 是 人 们 关心 的 一 个 重要 问题 . 在 Bony 工作 的 基础 
E, J.-Y. Chemin ( 见 [Chem2]) 给 出 仿 微 分 的 双 线 性 象征 计算 ， 从 
而 将 非 线性 偏 微分 方程 在 相差 一 个 3s 阶 的 项 的 意义 下 转化 为 一 个 
仿 微 分 的 双 线 性 方程 ,并 得 到 “直到 3s 阶 ” 的 奇 性 传播 定理 . 但 遗憾 
的 是 , 希望 沿 这 一 思路 得 到 更 高 阶 的 奇 性 的 传播 和 奇 性 的 相互 作用 
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一 般 情 形 下 是 不 可 能 的 . 这 点 从 M. Beals 【Beal] 的 反例 中 可 以 看 

M. Beals 在 文 [Beal ] 中 ,考虑 方程 口 x 十 pe —0, Hh 8 CT 
类 的 函数 , 存在 这 样 的 解 x€ H, 使 其 Cauchy 数据 在 原点 之 外 均 
为 C^ fS, 但 u 的 奇 性 不 仅仅 出 现在 波 锥 表面 ,也 出 现在 这 锥 内 部 
(这 里 它们 大 臻 是 H* 类 的 ). 这 一 反例 似乎 完全 破坏 了 这 样 一 种 想 
ik, 即 用 奇 性 在 次 特征 上 的 传播 以 及 奇 性 的 相互 作用 来 描述 “在 3s 
以 外 ”的 奇 性 传播 . 

尽管 如 此 , 在 以 下 三 种 情况 下 , 还 是 有 可 能 对 很 大 的 (包括 
& 一 co) 得 到 关于 ks 阶 的 奇 性 的 控制 . 

在 一 维 空间 的 情形 Rauch 和 Reed [R-R2] 在 半 线 性 情形 下 ， 
以 及 Chemin [Chem1l] 在 一 般 情形 下 给 出 了 一 个 很 完整 的 回答 . 给 
定 一 个 函数 p(x), 使 4 的 Cauchy 数据 在 x 的 邻 域 属于 H^? , 我 们 
可 以 确定 (由 特征 的 传播 和 一 系列 相互 作用 ) 一 个 函数 c(i,x), 使 解 
4 在 (x,t) 的 邻 域内 属于 HO”. | 

几何 结构 是 解析 的 情形 ”假设 在 某 时 刻 前 奇 性 集中 在 一 个 超 曲 
面 上 , 并 且 假 设 超 曲面 是 解析 的 ，Lebeau [Lel,2] 的 结果 给 出 一 个 
相当 完整 的 回答 (至 少 对 于 非 线 性 疲 方程 ) : 可 以 用 一 个 在 原则 上 是 
精密 的 算法 , 构造 出 一 系列 Lagrange 子 解析 流 形 , 而 解 的 奇 性 集中 
TREME. 

余 法 奇 性 ”这 正 是 本 章 讨论 的 课题 . 简单 地 说 我 们 假设 在 某 时 
刻 前 奇 性 集中 在 一 个 子 流 形 上 ,而 且 对 其 奇 性 的 描述 比 波 前 集 准 
确 , 即 为 余 法 奇 性 ,那么 我 们 在 一 些 情形 下 可 以 得 到 这 一 时 刻 后 奇 
性 的 描述 . 

应 该 特别 指出 的 是 , 在 余 法 奇 性 这 一 框架 中 , 可 以 指望 得 到 一 
般 的 结果 . 至 少 在 相当 普遍 的 情形 下 是 如 此 , 而 且 较 前 两 种 情形 有 
更 广阔 的 研究 前 景 . 

作为 余 法 分 布 空间 理论 的 最 简单 的 应 用 , 也 是 余 法 奇 性 讨论 
中 ,最 简单 的 情况 是 考虑 半 线 性 偏 微 分 方程 奇 性 的 传播 . 我 们 希望 
在 讨论 余 法 奇 性 各 种 复杂 的 情形 之 前 , 首先 就 这 一 最 简单 的 情形 给 
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出 通常 讨论 余 法 奇 性 的 几 个 主要 环节 与 基本 思想 . 在 读 完 以 后 几 
节 , 读者 将 会 发 现 , 尽管 对 余 法 奇 性 的 讨论 因为 方程 与 问题 的 不 
同 , 方法 也 大 相 径 庭 ， 有 的 其 至 是 相当 “技巧 ”的 , 但 其 基本 思想 在 
这 一 节 均 已 讲 到 . 

在 本 节 ， 总 假设 开 是 一 个 C” 的 超 曲 面 , 0 是 R" 中 包含 原点 的 
开 集 . 

引 理 4.2.1 X sn/2, M 五 (2, 3) 是 一 个 代数 . 进一步 ， 若 
fra x Au 3 3 Cak, uc HG, W 

fGow) € H"' (0,3). 

证 引 理 的 前 部 分 是 定理 4.1.7 的 特殊 情况 , 至 于 后 半 部 分 仅 
需 对 f(x,u) 用 ats 中 的 向 量 场 作用 一 次 , 并 用 数学 归纳 法 即 可 证 
BH. 

在 本 节 , 我 们 考虑 半 线 性 方程 

Pu-F(r,u,-,V" uy), (4. 2. 1) 

其 中 卫 是 m 阶 具 C” 实 系数 的 线性 微分 算 子 , S ERO FEE BUE 
元 了 Ta V" uS CT RES. A E= (6,8) E x (Gn ux ) 的 对 偶 
EEOAE x'— (o), £—(&,7,6)), HPG x .6.£)iu 
算 子 P 的 主 象征 . 在 本 章 我 们 总 假设 : 
(H.1) PG; x ,& ,£)—0 XT & 而 言 的 实 特征 根 均 为 单 根 ; 
(H.2) 记 人 2 二 0 门 { 填 Ti 之 0), 又 设 (24 包含 在 有 -的 影响 区 域内 

CP h Q 中 任意 点 引出 的 所 有 逆行 次 特征 在 出 开 全 2 前 必 

先进 入 Q2). 

定理 4.2.2 Ruc Hel) (5 之 n/2 十 m 一 1) 是 (4.2.1) 的 解 ， 
若 算 子 P 及 开 集 人 02, 人 2- 满足 条 件 (H. 1) 和 (H. 2), Hug 
H (Q-), 那么 u€ HA). 

证 ”这 实际 上 是 定理 2.5.2 和 定理 2.5.3 的 简单 推论 . 只 需 注 
意 在 定理 2.5.3 中 假设 s /2 十 m 十 2, 但 我 们 这 里 仅 设 $29 n /2- 
m 一 1， 这 是 因为 在 定理 2.5. 3 中 s n/2-- m2 的 假设 是 为 了 保证 
主 象征 对 x 有 足够 的 光滑 性 ,从 而 保证 积分 曲线 的 唯一 性 ( 见 2.5 
T. 而 半 线 性 方程 (4. 2.1) 的 主 象征 对 x 而 言 是 C” 的 , 故 只 需要 
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R ;之 n /2 十 m 一 1 以 保证 FLzz V" w)€H' "" (0), 以 及 将 
(4. 2. 1) 仿 线性 化 后 有 足够 好 的 余 项 . 

注 定理 4.2.2 (以 及 定理 2.5.2, 定理 2.5.3) 可 以 应 用 到 以 
下 主 象 征 具 对 角形 的 半 线 性 方程 组 : 
P LiF (z, ,08u;,.…) 


ui ui 


+B 


P LyF yx, 7,990, 77) IBlm--1 
XF B iÉm--1BrPsDO 的 矩阵; Lelk=1, =, N) & 0 fp PsDO, 
F,(k 1, ,NN) 是 其 变 元 x ,… ,3*u; f) C^ eR RC 

ik XP 的 一 特征 曲面 , 由 于 了 的 系数 为 C~, 故 王 为 一 光 诊 
超 曲 面 ， 不 失 一 般 性 ,可 设 = {x, 二 01. 下 面 我 们 讨论 方程 
(4.2.1) 的 解 的 奇 性 沿 特征 面 2 的 传播 . 

定理 4.2.3 ik u€ Hi, CO) (4.2. DD 89 f G0 n/29 m), E 
4 PA EQIQ 满足 条 件 (H.1) 和 (H.2), Bu€H'*O.,.2), 
则 uE H""(Q,X). 
证 由 于 5= 1x 一 0}, 故 可 写 


UN UN 


m-l 
P(x,9,) = 91A;(x,2,)3,, + x,a, (1)37 +A (2,3), 
j=1 


(4.2.2) 
Ht a(r)€C^,A;G—0,1,--,m—1)€ m 一 1 阶 偏 微分 算 子 . 若 
id M, 为 M 中 任意 向 量 场 , 则 有 
引 理 4.2.4 记 M'—M, --M,, L| 1, 那么 
[M'.P] = X B; M’, (4. 2. 3) 
UIS 
其 中 B, m -—1 阶 偏 微分 算 子 . 
证 由 直接 计算 知 
[2, P] =$) (9,A))9, + x,(9,4,)9" 34A. GE m), 
j=} 


J 


n-l 
[za ,P] = S [ras .A;]8,, H (9,,,)2597, 十 [za As]. 


j=1 
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因为 [zx.9, ,Aj](j 二 0,1,…,n 一 1) 均 为 m 一 1 阶 偏 微分 算 子 ， 且 
za 二 9”!(x,9,) 一 9”!, 故 以 上 两 式 均 可 写成 
(M;,P] = SB; M; + Ba, (4. 2. 4) 
其 中 B, BuU m 1 阶 偏 微分 算 子 . 
下 设 对 1 入 kt 一 1 时 (4. 2. 3) 式 均 成 立 , 并 记 M' =MM', 那么 
[M! ,P] = M(M',P]-- [M,,P]M', 
由 (4. 2. 3),(4.2.4) 两 式 有 
[M! ,P] - M( $ BM’ )+ (JBM; + Bi, )M' 


JI k-1 j 


= 3 BMM'+ J, (M,B,,]M' 


Isid Uit 


+ Y BUGM;M'! + BioM', 
i 


可 写 为 
[M',P] = D2) B17M), 
NEC 
其 中 B77 是 m— 1 阶 偏 微分 算 子 ,由 归纳 法 知 引 理 得 证 . 

下 面 回 到 定理 4.2.3 的 证 明 . 对 & 用 归纳 法 . k=0 时 , 定理 的 
假设 已 告诉 我 们 uE H(0)— H^(0,2), 下 设 已 知 xE H* (0,5), 
再 证 uE H (0,35). 

RIIS, FH M' 同时 作用 于 (4. 2. 1) 两 边 , 由 引 理 4. 2. 4 有 


PM'u+ $3 B,M!u = M'F(x,u,-, Vu). (4.2.5) 


DTS4 
而 
M'F(zx,u,-:, V"! u) = Fi(zx,u,-:,9 Mu, gemea rice 

这 里 Fi 是 对 变量 xu, 97M u,e A CURK. AU, 是 一 个 列 
向 量 , 其 分 量 vnu; RUE ulr), M'u(x). CHITI 
k), 又 令 F, € — 9| C^ 函数 , 其 分 量 分 别 为 F,… Fio CI I|). 
那么 (4. 2.5) 可 写 为 

PU, + BU, = Fi(z,2"U, esa, (4.2. 6) 
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其 中 B 是 一 个 以 m 一 1 阶 算 子 为 元 素 的 矩阵 . 由 归纳 假设 知 Ui E 
H''(Q), 而 在 Q- 上 , 由 定理 4.2. 3 条件 知 UEH'(0-), 对 方程 
(4. 2.6) 用 定理 4. 2. 2 就 证 得 U, € H'(Q), 即 w€H*(Q,3). 由 归 
纳 法 知 定理 得 证 . 

最 后 , 作为 一 个 小 结 我 们 回顾 以 下 本 节 在 余 法 奇 性 传播 的 讨论 
中 的 几 个 主要 环节 . 

1) 找 一 个 合适 的 描述 余 法 奇 性 的 向 量 场 . 当 互 是 三 个 以 上 的 
光滑 超 曲 面 之 并 时 , 这 里 向 量 场 常 被 一 特殊 类 型 的 拟 微分 算 子 来 奉 
代 . 至 于 对 非 光滑 的 有 限 多 个 超 曲面 之 并 , 建立 一 个 合适 的 描述 框 
架 则 更 加 困难 ( 见 4.6 节 ). 

2) 推广 的 Leibniz 公式 M(uv) —Mu - vtu. Mv. 这 显然 是 
5| 8 4. 2. 4 证 明 的 关键 , 对 向 量 场 M 而 言 这 一 公式 是 平凡 的 , 但 当 
取 M 为 拟 微分 算 子 后 , 它 的 证 明 将 是 复杂 的 . 

3) 交换 子 关系 (4. 2.4). 在 本 章 讨论 中 ,交换 子 关 系 的 证 明 是 
整个 问题 讨论 的 中 心 . 许多 文献 称 本 节 所 用 的 方法 为 交换 子 技术 也 
正 是 这 个 道理 . 

4) 正则 性 传播 定理 ( 即 定理 4. 2. 2). 这 是 整个 讨论 的 基础 . 

在 以 后 各 节 的 讨论 中 , 我 们 总 是 围绕 以 上 4 个 环节 展开 . 


4.3. 余 法 奇 性 的 相互 作用 ( 工 ) 


本 节 以 及 后 面 的 几 节 , 我 们 将 在 余 法 分 布 的 框架 下 讨论 非 线性 
偏 微分 方程 解 的 奇 性 的 相互 作用 及 反射 . 我 们 将 看 到 , 一 方面 这 些 
讨论 较 上 一 节 有 更 丰富 的 内 容 , 呈现 出 一 些 十 分 有 趣 的 非 线 性 现象 
(这 在 上 一 节 是 不 曾 看 到 的 ); 另 一 方面 , 虽然 这 些 讨论 原则 上 按 上 
一 节 末 尾 提出 的 4 个 环节 展开 , 但 在 具体 证 明 中 大 量 用 到 本 书 前 三 
章 的 概念 与 技巧 , 可 以 看 做 是 PsDO, ParaDO 以 及 切 向 ParaDO 在 
非 线 性 偏 微分 方程 上 的 重要 应 用 . 同时 , 从 后 面 几 节 的 讨论 中 还 可 
以 看 到 , 为 了 对 较为 复杂 的 几何 状态 来 定义 余 法 分 布 空 间 , 引入 高 
次 微 局 部 的 概念 ( 见 第 7 章 ) 是 方便 和 必要 的 , 从 而 为 本 书后 面 三 章 
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作 了 一 个 铺垫 . 

由 于 余 法 奇 性 的 相互 作用 的 讨论 涉及 内 容 太 多 , 而且 所 用 方法 
大 不 相同 ,故我 们 将 余 法 奇 性 的 相互 作用 的 讨论 分 为 两 节 . 这 一 节 
仅 讨论 涉及 三 个 特征 面 , 且 余 法 分 布 空间 用 向 量 场 来 定义 .下 一 节 
的 讨论 涉及 多 个 特征 面 , 而 余 法 分 布 空 间 则 用 特定 的 一 阶 PsDO 来 
定义 . 

设 马 和 5 是 算 子 P( 见 (4.2.1)) 的 两 个 特征 曲面 , 横 截 相交 
于 余 维 数 为 2 的 子 流 形 卫 上 . 若 从 械 出 发 还 有 另外 的 特征 曲面 ,并 
Hir Q. 内 方程 (4.2.1) 的 解 在 5 580 s 上 出 现 余 法 奇 性 , 我 们 将 证 
有 明 余 法 奇 性 除 沿 3, 和 3, 传播 外 , 在 其 他 的 特征 面 上 会 出 现 新 的 奇 
性 , 这 一 新 奇 性 较 原 奇 性 弱 ， 并 满足 所 谓 的 “和 规律 ”( 见 定理 4. 3.1 
的 注 2). 这 一 新 的 奇 性 是 线性 方程 中 所 没有 的 , 故 通常 称 之 为 “ 非 
线性 奇 性 ”. 

定理 4.3.1 X X, de X, RE P 模 截 交 于 厂 的 两 个 特征 曲 
H, 有 且 仅 有 另 一 个 特征 曲面 Exi r= N, rN =D, a 
设 u€ HOD G2n/2Tm)2 4.2. DHR, 4 Q0 WB. u #5 G= 
1,2) 附 近 属 于 HHY- ED dtk; =k, bjm0, Z0, j—1,2), 
E XiUX 外 wuEH (0.), 那么 我 们 有 

D RULU Zit, uE H OFSA, S 是 
ZN 与 2 之 交集 不 空 的 那 一 连通 部 分 ); 

2) ÆSA (G 一 1,2) 附 近 ，xE H5 (0,2); 

3) Æ S; 附近 , XdGíQ—2s-l lb —n/2—ml, 5 t stk 
时 , uE H*5(0,34) Ga [s k— to], La] a 的 整数 部 分 ); 
当 stk 时， 则 bac Hi». 

注 1 4 h=h ERE E — kh), M 4.3. 1 BD J.-M. 
Bony [Bon4] 的 结果 , 而 定理 4.3. 1 是 王 维 克 在 [Wa3] 中 给 出 的 . 

注 2 u EEr 附近 属于 H%*"“%* ,这 里 大致 等 于 (s 十 11) 十 
(Gth), 这 通常 称 之 为 解 的 新 奇 性 适合 “和 规律 ”. 

为 证 明定 理 4. 3. 1, 我 们 首先 构造 适合 的 向 量 场 以 及 相应 的 余 
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法 分 布 空间 . 
由 于 算 子 了 P 具 实 C” 系 数 , 特征 面 均 为 光 靖 超 曲面 ,不 失 一 般 
性 可 设 I= jz 一 0} ， 这 时 当然 有 了 = far S gla), zx, 一 01, x = 
(z2,0.x,4). ZEC. 为 讨论 方便 , 我 们 需 构造 一 C” 变换, 在 X, 
不 变 的 前 提 下 将 m ,5." 拉 平 ”. 
引 理 4.3.2 存在 一 个 CC 的 坐标 变换 ， 使 得 在 新 坐标 系 中 M, 
X 可 分 别 用 方程 yi 一 yj 二 一 y 表示 , f E, 仍 保持 不 变 ， 即 
Z; ={y,=0}. 
证 d mxX—in-g(QG".r)|.g9€C^G-1,2). AA 8x 
是 横 堆 相交 于 下 上 的 , 故 进而 可 设 
(4.0) = e G^), 2f G0) a 2E G0) 
£r PNT Y) ant Ja, ot 


由 o; G 1,2) f EA EUER TR] PEU F mE 
yo e Gn) — o Gr), 
y= 2xi— p(x ax) — e X ux), (4. 3. 1) 
y (Yer Yma) m x. 
其 体验 证 即 知 在 坐标 系 (y1,y ,ys) 下 , 5 二 1y, 01, Xi dy 
Inj D5 lyn 5y). 引 理 成 立 . 
以 下 讨论 均 在 新 坐标 系 下 进行 . 
设 .如 是 切 于 z 的 向 量 场 的 集合 , 那么 容易 看 出 .如 有 一 组 生 
成 元 为 
Z= Qi -»)9, — 0, ), 
Z= 9y 十 9y， (4. 3. 2) 
Z3, (j=2,,n—1). 
又 设 REMIT EX UEIUZX 的 向 量 场 的 集合 , 那么 
引 理 4.3.3 .从 的 生成 元 可 取 为 
M, = y,(yi t»), 十 9，)， 
M, =3, (Q—2,:—0, 
M, = mOn — yn) (9 一 9 )， 
Mmi = yid T»9,. 


(4.3. 3) 
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证 设 M 是 中 任 一 元 素 , 那么 不 妨 记 


M 一 $0», cta), 23,)--a()(3,, —9,), 


j-2 
其 中 w(y) G—1,--,2)3828 C^ RR. 由 于 MEFS RS 的 向 
量 场 , 故 可 写 


aly) = Qno y0a(. aC) = Gi — »)0a.C)), 
H aa, EC”. 这 时 


M = 334,02, Faily t», tA) 


Hany O — Wn 一 9 )， (4.3.4) 
ai(y) —a,(y) = yaly), a€ C. (4.3.5) 


又 用 恒等式 
Gi y,9(2,, 8, ) - n »0)(3,, 79, ) —2(i 9, 十 yo9v ), 
(4. 3. 4) 亦 可 写 为 


ml 
M 一 2j4,002,, + 2ai(3) (i9, T», ) 


+ (Gu G) H anI 0n — »(2,, — 9,,), 
注意 到 Ma =y, Hya, 是 切 于 的 向 量 场 , Cas C) Ha, C) 
(n —»(,, 一 9，) 必 须 是 切 于 X. 的 , 即 必须 有 
ai(y) ta Cy) = yhy), pe C". (4. 3. 6) 
综合 (4. 3. 5) R1(4. 3.6) 两 式 有 
aly) = Fylt), ay) = »G-20. 
也 就 有 
M = 30100177 十 lg oM t iq-20M.. (4.3. 7) 
即 证 得 引 理 . 
直接 计算 可 以 验证 : 
[2Z;,Z;]=0, (4. 3. 8) 
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[AM ,Mi ]=— M, 
[(M,,M,a]——M,, 
[Mi ,M,]9 (Gi + »)0M, + (y1 — »0M, 
[M,M;]-0 (ij2,-,n—1), 
[Z M ]=5 Gi — ya)Za, 
[Z Mm ]= 0, 
[Z.M,]9 (yi — »)0Z. 
[Z,.M,]9 Z, (4. 3. 10) 
[Z,,Mi]— (3y + y,)2,, 
[2Z,, Mmi ]= Zy, 
其 他 的 交换 子 均 为 0. 
有 了 以 上 公式 , 我们 可 导出 余 法 分 布 空间 
H (Q; M, 44) — lu€ Hi.(0); M'Z'u€ Hy (Q), EI|sh, 
|J |, MEM, ZEM}. (4.3. 11) 
由 于 有 了 交换 子 公 式 (4. 3.8) ,(4. 3. 9) & (4. 3. 10) , 定义 (4. 3. 11) 
是 有 意义 的 , 交换 M'Z! 中 任意 向 量 场 的 次 序 , 定义 (4. 3. 11) HB AR 
需 改变 , 特别 地 , 有 
H (Q; 4,44) = lu € H** (Q; M, 4), 
Mu € H! (NQ; M, 4), M € AM}, (4.3.12) 
H**'(Q; M, 4) = lu E HE (Q; M, 4), 
Zu € H (Q; M, 4), ZE Ml. (4.3.13) 
31 4.3.4 3 s>n/2, K0, L20, 则 H^*' (Q; 45 44) — 
个 代数 . 又 若 f Oy su stus FE EUG ys stus AC? RA, uE 
H COQ; M, 45) (jl, ND, 则 
fyswn GD un (y) EH CN; M, M). 
证 只 需 注意 无 论 对 MR 如 中 的 向 量 场 均 有 相应 的 Leibniz 
公式 ,类 似 于 引 理 4. 2. 1， 用 (4. 3. 12),(4. 3. 13) 两 式 和 数学 归纳 
ik, 即 可 证 得 本 引 理 . 
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前 面 我 们 讨论 了 余 法 分 布 空间 H A; M, M), FER 
们 将 把 算 子 PO, 3 ) 改 写成 特定 的 形式 ， 以 便于 交换 子 关系 的 证 
明 . 

引 理 4.3.5 APOM X Og p m REA $ RS BUE 
Xj 的 余 法 从 Nz (j 二 1,2,3) 上 均 为 零 ， 那么 存在 (也 15,2 80m—3 次 
JE EA qq? f m—1XGEARECGRA TG qn. 使 得 

bO 0:52 =O Mh nO — 92075 
Tr momo yim F yan). (4. 3. 14) 

证 pyh p BREME) Tp HIER, 并 注意 
Pl, h) E Nz G71,2) EAF, mM X; — iyi d, 25l S 
=y], KA 

PLY M o) = Pi ODO E Idh E p)” 
十 pey) Or — Yh — h)” 
FPM ROR - 05»). 
其 中 p,p EC”, ps 是 m 一 2 次 齐 次 多 项 式 , EI y ECT C^ (AF 
证 明 中 出 现 的 函数 均 为 C7 的 , 不 再 一 一 声明 ). 注意 以 下 恒等式 
Gn cx) E p) —26 nq E yq E p) 
十 (yi 和 干 y1)( 玉 一 无 )， 
那么 就 有 
PCY Mho M) —a. mn) — 9») 
l ^ n(ymu) im E Yan), (4.3.15) 
这 里 qn (ym SI rn (ym 022 3E m— 2 ACRI m— 1 次 齐 次 多 
项 式 , 故 总 可 写 : 
OYM h) = em Hl Mh), 
n(»y,m.m) = nG)w  trG0s.9)25;. 
代入 (4. 3.15) 容 易 看 到 y WAR gly) E yrs Cy). 但 Pyh) 
在 Nz, E288, 所 以 9 (y) xau, RA m Grm m BUR 
aY Moh) =U) m F xam F q lyy 
+ gs lY, Mp) lM- (4.3.16) 
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综合 (4. 3.15) 与 (4. 3. 16) , W 
q(y.m h) = gy) yn ams), 
r(Y MM) =h p) Fa Oya T)» 
就 证 得 (4. 3. 14). 
引 理 4.3.6 1) Xf POn3, T5 X, 


n-l 
PCG,2,) —QG.;2, 2,0 K + 5, Aj G3 M, 
j=2 


十 AH(Cyyay)AM + Ao ly,9,), (4.3. 17) 
RP K= —2503, , QE m—3 阶 偏 微分 算 子 ，Aj(y,9,) G= 
0,2,-*,n—1,nc DX m—1 阶 偏 微分 算 子 . 
2) 存在 一 个 3 一 m 阶 拟 微 分 算 子 HCO,9,), 使 得 


mtl 
H - P= K+ B,G.29,M; + Bo(y,3,), (4.3.18) 


其 中 B,Gy.3) G=0,1, = nt DA 2 阶 拟 微分 算 子 . 

E ADAT P pE- MESEI, ,… ,93,_, 中 任 一 个 , 则 可 
写成 AjMj(j 一 2,…,n 一 1) 的 形式 . 而 剩 下 的 项 仅 含有 3, 和 9, , 用 
引 理 4. 3. 5 即 可 证 得 1). 

下 证 2). & A—1y 0, y, 二 01， 由 定理 条 件 知 过 A 的 特征 曲 
面 仅 有 3 个 . 令 q(y.m 0279 Q IO E RE, BA q Ey Sy, 
为 二 … 二 -1 一 0 上 不 为 零 . Sid Di 是 qoos qua 0 附近 一 充 
分 小 的 开 锥 邻 域 ， 且 不 妨 认 为 Q 也 充分 小 , 则 gg 在 QXI 上 不 为 
F, 令 忆 (CC ) 也 是 六 一 … 一 7 一 0 的 开 锥 邻 域 ，p(7) 是 一 堆 
次 齐 次 的 C^ 函数 , 使 supp eGpnm-o, (q) | ry ne! 一 1. $ 
A &— m —3 阶 拟 微分 算 子 , 其 象征 

AG) — ap MA t gi bob gnum, 
我 们 可 适当 选择 参数 a, 使 Q 十 A 为 椭圆 算 子 , 由 拟 微 分 算 子 象征 
计算 知 存在 一 个 3 一 m AT H 使 
H(Q+A) = It Bo(y,9,), 
其 中 了 是 单位 算 子 ,Bo 为 一 1 阶 算 子 .由 算 子 4 的 定义 即 知 
HQ —1-— HA-- Bj 
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nc) 
=] + $ B; (y,3,)M; + Bo(y,9,), (4.3. 19) 
j=2 


其 中 名,)(j 一 0,2,…,n 一 1) 为 一 1 阶 拟 微 分 算 子 , 由 (4. 3. 19) 及 
(4. 3. 17) 即 证 得 (4. 3. 18) ， 引 理 得 证 . 
除了 将 P(y,a,) 表 成 (4. 3. 17) 形 式 外 ,有 时 还 需 用 M 的 生成 
元 表 出 P(y,9,), 即 有 
引 理 4.3.7 算 子 P(y,9,) 亦 可 表 为 
Peya) = DGO Z HOW) 4.3.20) 


RPGG=0,1, mE m—1 阶 偏 微分 算 子 ， 
(这 一 引 理 的 证 明 是 平凡 的 , 留 给 读者 作为 一 个 练习 . ) 
算 子 并 与 .及 .向 的 生成 元 之 间 的 交换 关系 可 直接 计算 得 
[0 | (4. 3.21) 
[K,Z,] = 3K — (9, — 2, 92, 2,, 
[K,Mi] = (n t 3y) K — (23, 89, Y Mia, 
[K,M,] = (— xi 3) K+ (3, — 9, ) Mm, 
[K,M,]=0 (j—2,7,—1), 
[K,M,.] = 3K. 
(4.3.22) 
有 了 以 上 准备 , 下 面 讨 论 P 5 4 X AM 生成 元 的 交换 子 关系 . 
引 理 4.3.8 it Z = Z, Z,» M! =M, =M, , Z, € Mh, 


M, € A， 则 有 

(Z.P]—- $ Az", (4. 3. 23) 
Util 

[M',P] - X) Q«M'"P- Y] BM”, (4.3.24) 
[PIH EM ESEI) 

(ZIM',P]-— » Qrp Z”M”P 

PMLSFLOPSPMESPI 
+ M o CSZM', (4. 3. 25) 


PMESPHPBEMESMII 


其 中 Ay ,Br Cr r 33A m —1 阶 拟 微分 算 子 ， Qr Qr, 29 2) EF 
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微分 算 子 . 

证 (4. 3.23) 的 证 明 完 全 类 似 于 引 理 4. 2. 4, 这 里 将 其 证 明 略 
X. 下 面 用 归纳 法 证 (4. 3.24). 当 |1|=1 时, 取 M, EM, 由 引 理 
4.3.6 知 

[M;, P] = [M,QK]+ 2,LM; ,AIM;] + [M,,Ao]. 
由 (4. 3.9),(4.3.22) 和 (4. 3. 18) 可 得 到 
[M;,,P] = QP + DBjM; + Bjo, (4. 3. 26) 
REQ 是 零 阶 拟 微分 算 子 ， Bj;(i 二 0,1,…,n 十 1) 是 m— 1 阶 拟 微 
SATF. 设 11| ==k 一 1 时 (4. 3. 24) 成 立 , Big M! =M,M', 则 由 
(4.3. 26) 与 妇 纳 假设 有 
[M’,P] 一 (QiP + 27BiM， + B;,,)M! 


+M; (X QrM"P + DBrM' ). (4.3.27) 
注意 MQr=QrM;+[M;,Qr], M,Br=BrM;+[M,,Br], 
Q,PM' =QM'P +Q,[P,M'] 
—QM'P +Q; (— J QrM“P — >) BrM'), 
其 中 [Mi ,Qrj 是 零 阶 拟 微 分 算 子 ，[ Mi ,Br 是 m— 1 阶 拟 微分 算 
F, Qi ,QiQr 是 零 阶 拟 微 分 算 子 , QBr 是 m 一 1 阶 拟 微分 算 子 ， 
II —1I|—1. 把 上 面 各 式 带 人 (4. 3. 27) 并 整理 得 
[M',P]— Š, QrM7P+ J, BpM!, (4.3.28) 
其 中 Q-BEURURATT, B 是 六 一 1 阶 拟 微分 算 子 ， 由 数学 归 
纳 法 知 (4. 3. 24) 成 立 . 
(4.3.25) 可 以 从 (4. 3. 23) 与 (4. 3. 24) 推 出 , 这 里 我 们 略 去 证 
Bj. 
最 后 , 我 们 回头 证 明定 理 4.3. 1. 实际 上 定理 4.3. 1 是 以 下 两 
命题 的 简单 推论 . 
命题 4.3.9 S u€ H^^* (4544) Gm 5/2), BA uE 
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HEQ 46544) (R uE HPO- M, 44)), MuE HHO; 
M, Ai) CR u€ H^P*! Q5 M, 4h )). 
证 由 (4.3.25) 我 们 有 
PZ!M!u —ZM!Pu4 [P,Z'M']u 
—ZM!F(y,-,9540,--) 一 (X Qr 2 MP 
+ $) Cr 2 MT" Ju. 
而 
ZIM'F (y, 3u, =) 
= Gi (y 7,9 Z M" u p JAKUL ursus flm >» 
若 记 U 是 一 个 列 向 量 , 其 分 量 u,e, e DIER uly), o, 
Z'M'u(y),- OJIIJI, II ISITI), 那么 对 U 有 以 下 方程 
组 : 
PU + BU = G(y, ,08U ,- isa, (4.3.29) 
其 中 B £&—/4m—1 阶 拟 微分 算 子 的 矩阵 ，G Xk— C^ 函数 列 向 量 . 
取 重 指标 7 ,1 满足 | 二 g,， HI pl, 则 由 命题 条 件 知 UE 
H (0), MUEH(2-). HEM 4.2. 2 BÜRIU € H'(Q), 亦 即 
uE H (Q; M, 4). 若 取 重 指标 J I WEIJS tl, IIl p, 
则 同 法 可 证 uE H'^UU (Q; M, 4). 
命题 4.3.10 €, 4e uC€ H” (Qs M, 45) OG mn/2). 8 pS 
t—m—n/2+1 时 , u EI; 附近 属于 H'"*(20., 8 u # Er 
附近 属于 HTM; 当 p5t-m—n/2tlH.uX4AZX, 附近 属 
于 H'U*Ó( .X;) Gd Oxct—m—n/2T D), Nu d Ej 附近 
属于 HO, S). 
证 ”对 命题 4. 3. 9 的 证 明 中 的 口 取 |J1=g, |11 一 9 , 其 中 


p— 90, 当 p 之 1 一 加 一 也 十 1， 
0, M pe«r-m—l, 
则 从 命题 条 件 知 
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UE H"(Q,4), S pzt-m—5tl, 

Uc H"(0,4), S pt-m- tl, 
EES 附近 有 

UE HM(Q-)， 当 p<t-m 一 也 十 1， 


U € H"*(Q. ), 当 p>>t 一 m 一 也 十 1. 
由 定理 2.5.3 即 知 上 式 在 x; 附近 也 成 立 ( 因 为 我 们 考虑 的 是 半 线 
性 偏 微分 方程 ， 和 定理 4. 2. 2 证 明 中 所 陈述 的 理由 一 样 , 这 里 仅 需 
t>n/2+m 即 可 ). 由 立 的 定义 可 推出 在 3 附近 有 


u € H"*"(Q), M perm—ctl. 


u E€ H""***(0Q,xt), M p t=m—5 +1. 
定理 4.3.1 之 证 明 不 失 一 般 性 可 假设 /之 4 , Bidl-h-—h, 
那么 如 一 ks 二 7 (AX k; tl =k, j—1,2). & tst, 那么 用 命题 
4.3.9 可 证 得 uE H^ O M, A), BD 
u € H*5", Æ Uzuz Imi 
u € H'*"(0Q,X,, EX 附近 ; 
u E H'"5(0,X,), rz Wi. 
亦 即 
u € H"*, EXX UX Uzi 附近; 
u€ H'^(Q,), Æ X 附近 ; (4. 3. 30) 
u € H: (0,5:), 在 3 附近. 
又 由 命题 4. 3. 10, Rt=stHh, pk, qd, 0s l —m—n/2-1, 
则 在 x; 附近 有 
u € HTHH = qe, M k x6; 
u€ Hth ttm, kg (Q,Xj) (4. 3. 31) 
— Htm aH kg (2,5), 当 hk, > 0， 
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XE kı =[k:—0]. Bx t; =2s+h +l —m—n/24-1, 那么 
to — sd l +0=stk+(0—k), 
Bx to stk (E t s ER). Ee 0 (EX, 20) , 8862. (4. 3. 31) BD 
表示 在 xb 附近 有 
u€ H"'*, M 如 之 5 十 &; 
le H“ (0,57), Htn-stk,k[stk—tn]. 
(4. 3. 32) 

由 (4. 3. 30) 55 (4. 3. 32) 即 知 定理 4. 3. 1 成 立 . 


4.4. 余 法 奇 性 的 相互 作用 ( 工 ) 


这 一 节 我 们 将 继续 讨论 两 个 余 法 奇 性 的 相互 作用 . 与 上 一 节 不 
同 的 是 在 2, 与 x 相交 处 有 不 止 一 个 其 他 的 特征 曲面 通过 . 由 于 这 
一 新 情况 的 出 现 , 用 切 于 几 个 曲面 的 向 量 场 来 定义 余 法 分 布 空间 已 
显得 粗糙 和 无 效 , 故 本 节 将 引入 一 类 拟 微分 算 子 来 定义 余 法 分 布 空 
E, 并 应 用 一 些 较 上 节 更 技术 性 的 技巧 来 讨论 两 个 余 法 奇 性 相互 作 
用 后 奇 性 的 传播 及 新 奇 性 的 出 现 . 本 节 的 主要 结论 是 

定理 4.4.1 若 台 和 5 是 算 子 P 模 截 于 本 的 两 个 特征 曲面 ， 
且 设 有 N—2 个 特征 曲面 X, ,Sn 通过 T GENS), rA- = 
(D. HE v ES 这 NN 个 特征 曲面 两 两 横 截 交 于 厂 上 ; 又 设 wxE 
Hy (20 G22n/2Tm299 (4.2. DHR, 在 -内 ,在 (j= 二 1,2) 附 
近 属 于 HUU ,5 ) tk =k, k20, 20, j=1,2), 在 
EUS: 外 属于 Hist (O20, MARNA 

D &XUZUZX' U UI 之 外 , uE HM St 一 
XAXO.X 是 也 \ 卫 与 有 -之 交 不 空 的 那 一 连通 部 分 ); 

2) ZN CG=1,2) 附 近 , uc H5 5(0,3); 

3) 4& E'G-—3,-, ND BE, 4 t —2s lh dl —n/2—m1, 
则 
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u € H*v5(Q,E 2, 当 < 过 s 十 上 时， 
Ls Hy QD, ÉnIsckH. 
F ky =[stk>t]. 
$ 4 hL=L 时 , 定理 4.4.1 的 结论 首先 由 J.-M. Bony[ Bon4] 
给 出 , 这 里 给 出 的 结论 及 下 面 的 证 明 则 是 王 维 克 [ Wa3] 在 [Wa2j] 基 
础 上 的 推广 . 
首先 ,因为 特征 超 曲面 均 为 C^ 曲面, 故 可 选取 适当 的 坐标 变 
换 将 x, S rDIHBHEI'PSEU. 下 面 讨 论 中 不 妨 设 D 一 |z, 一 0 ， 卫 一 
1x; 72,70]. 其 余 的 N 一 1 个 特征 曲面 分 别 记 为 
5,= |r =p CEDE (j=2,.…,N, a^ — (xg o Xua))- 
特别 值得 注意 的 是 : 在 这 一 坐标 系 下 定理 4.4. 1 中 NN 个 特征 曲面 
两 两 横 截 相交 的 条 件 可 表 为 
8. (p (z^, — p(x 0) 0, ij. (4. 4. 1) 
不 失 一 般 性 , 我 们 设 Lb. 并 记 AM GEUIFT xi 的 向 量 场 集合 ， 
A6 (j 1, , NUIT E; 与 的 向 量 场 集合 ,， Meg GL j=l, N, 
izj) RUF X 53 的 向 量 场 的 集合 . mH RE. ts 
M; 的 生成 元 分 别 是 
M =], r Ini 7,9, , (4.4.2) 
/A (4.4.3) 
其 中 3 一 3 而 且 MSA 显然 对 交换 子 运算 是 闭合 的 . 对 HG — 
2,…, 六 ) 我 们 有 
引 理 4.4.2 MGS , ND) EUG 
x,C(QW, taj) Cai — 90 (9, tajd), 
(rn —90)4)1, 23, bbj981,2« ls n—l, 
RF 2;—2,9;. bj 二 919;. 3t. B. A 对 交换 子 运算 是 闭合 的 . 
证 ”对 任意 固定 的 jE€ 12,--, NI, 作 坐 标 变换 
M 7 T — gj x 77x), yi F Ti; (i = 2,.…,n). 
EBRA F ISl =] (j 一 2,…,NN), 显 然 在 新 坐标 系 下 切 于 
Z, RUD 的 向 量 场 的 生成 元 为 
319y ， N19y,, Pya s C Yny,- (4.4.5) 


| (4. 4. 4) 
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由 多 元 函数 的 复合 函数 求 导 法 则 即 知 

2, = Ias Py SIPI t9, (1— 2, ,n), (4.4.6) 
38 (4.4. 6) 代 人 (4.4.5) 即 得 到 (4. 4.4). 至 于 Ao 对 交换 子 运 算是 闭 
合 的 , 直接 对 (4. 4.4) 中 各 元 验证 即 可 . 引 理 得 证 . 

对 人 稻 ,我们 亦 可 用 引 理 4. 4. 2 坐标 变换 的 方法 (这 时 需 将 两 个 
特征 面 同时 “ 拉 直 ”) 找 出 它 的 生成 元 , 因 本 节 不 需要 M ERTH 
具体 表达 , 故 这 里 不 给 出 证 明 . l 

相对 于 5.U… US, 我 们 定义 是 LO) 的 一 个 子 集合 , 其 
中 所 有 元 素 的 主 象征 在 马 的 余 法 从 Ns (一 1,…,N) 及 了 的 余 法 
从 Ni 上 为 零 . 为 下 面 讨论 技术 上 的 需要 我 们 还 定义 WC LAG 
1,7, N), (i,j 二 1,…,N, i 关门 均 为 L1 (0) 中 的 子 集 合 , 其 中 
次 的 元 素 的 主 象征 在 Ni LIF, UU, 的 元 素 的 主 象征 在 NE UN? 
EXE, 以 .的 元 素 的 主 象征 在 Nz UNS UN: E2988. 

引 理 4.4.3 D Ac X cL. TOL, 

2) 4 C A; CL MG ELS, 

3 JA; C AC DAS +L G,j o dl, ND. 

证 1) 的 证 明 是 显然 的 , 我 们 仅 证 2) 5 3). 

对 2), 我 们 仅 讨论 j=1 的 情形 . 当 jl 时 , 可 用 类 似 于 引 理 
4. 4. 2 的 证 明 中 “ 拉 直 ”特征 面 的 办 法 来 处 理 . 因 .如 的 元 素 当 然 在 
NUN; LAF, 故 第 一 个 “CC "是 显然 的 . 下 证 第 二 个 “C”. (ERW 
ME .页 ,由 于 MERE (M) Nj — (0,22, 21,05 &, 
0,,0,£) EAF, 故 

cı (M) =Å; (x,£)xi T As(x,£)r, 
T Bi(x,O8 d Bo(x8&., 
其 中 A A: 是 & 的 一 次 齐 次 式 , Bj(j 一 1,…,n 一 2) 是 的 零 次 齐 次 


2B 


X 
id Aj (1,6 — A;(x,6)|£l| "& G—1,2, k51, n), 那么 可 写 
A; (x,£) 一 Aj (zx,é)& 十 Ut TAG. 
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显然 A! (x,D,)€ Lo(j 1,2, k—1,:,n). 这 时 
ai (M) =A (Gr,£)xi£ +A lr, EzE, 
+A Gr, £)x,£i HATETE, 
+B, (2,£)& + t Brala, E)E, (4.4.7) 
Hp B (2,8) Bi - A x tA xz. 又 因为 a (DTE Ns Sian, 
Xn-1,0; 0,77,0,6)] 上 为 零 , 故 
Ai lr, E)r E, =C, (Gr, £)ni£, + Ci (x, £)n &£ 
Hoe + Clr, E)r EEn 
将 上 式 代 和 人 (4. 4.7) 即 证 得 2). 
对 3), 同 2) 的 证 明 , 只 需 证 明 第 二 个 <C”. 任 取 ME ZI, CIE 
ik i,j 关 1, 因 若 有 一 个 标 为 1, 则 情况 更 简单 ,这 时 
D = dz = gl, a)l, B= {r= £G'.x)l. 
RIT e BU SER AR Cn ,… ,y;), 使 
5;= {y=0,5= {y=0, T= {y= y,= 0). 
(例如 令 yim oe ix). y x. yy, 二 Xi 一 gy (x uo), disi 
条 件 知 这 一 变换 是 可 逆 的 . ) 这 时 .4 的 生成 元 为 
Hy Iya s 9, Yay: (4. 4. 8) 


由 命题 4. 1. 9 知 在 新 坐标 系 下 及 ;可 被 MRR, BUS 
McL'A,;TL. 

引 理 证 毕 . 

注 ”这 里 A LU, ,办 , 均 是 至 多 相对 于 两 超 曲 面 的 向 量 场 , 而 引 
FE 4. 4. 3 说 明 在 这 种 情形 下 用 拟 微分 算 子 的 子 集合 来 描述 余 法 分 布 
空间 与 用 向 量 场 描述 是 等 价 的 . 但 当 讨论 的 对 象 是 两 个 以 上 的 横 截 
相交 的 超 曲面 时 , 8138 4. 4. 3 是 不 成 立 的 . 例如 在 R 中 , 令 

5 一 lz 一 0|， 了 一 | 十 rz = 0}, I = dnm = 0}, 
那么 切 于 3,33 的 向 量 场 《可 由 以 下 向 量 场 生成 

zl 十 zas，z(zl 十 zx)(al 十 ga)，zi(zi 一 zz)(9l — 9$). 
若 记 ACL'(Q), 其 元 素 主 象征 在 Ni UNZUNZUNI(A-iIn-— 
0, 1, —0]) LAF, 则 显然 以 


204 


—— ENENNEGEECXEE GNE 第 4 章 余 法 分 布 空间 和 余 法 奇 性 


& —& 
为 象征 的 算 子 属于 D, (BUELTR ST BER EL" AL" 的 形式 . 

引 理 4.4.4 MEM, HTA 

M= 5 (DAjZi + Ajo)» 
其 中 DEWTTTTTUES 而 Z, € A. 

证 ”我们 作 微 局 部 单位 分 解 77 plg) —1, 其 中 ej Cr.) 
€ C" (R"X(R'\10])), BI € OU SEXIGEXR , gi Cx EO SE SETTE NS. 
(s 2, NRE, p (e ORT SCIENS, 之 外 . XB dj Gr, D.) 
以 e; Gc 6) 29 SRAERSTO PY ATF, 若 MEM, ME M;—o(x,D.)M. 
因为 M, ERE (ME NE UNE 上 为 零 , 故 在 gy (2,7, 
NN) 的 支 集 中 M 可 视 为 M 的 元 素 . 由 引 理 4. 4. 3 之 2) 有 

M, = DAjZi + Ajo, 


Tı 


其 中 A, Ajo EL’ (0), ZuE 4,62, NN). MS REGE. 
注 ”从 引 理 的 证 明 可 以 看 出 Aj IE REGE UNS LIE. 
9]384.4.5 1) CM, M] = M HMG = ipen). 
2) EM, — LA 4 LL. 
证 1) 由 A , 的 生成 元 (4.4.2),(4.4.3) 与 (4.4.4), 通过 
具体 计算 交换 子 即 知 1) 成 立 . 事实 上 , 例如 
[x,9,, (x1 一 gi) (2, 二 a;91)] 
—(xn—9;)67 98, t x,(9,4,)81) + (— ajr,)(9, 二 aj91) 
—— (xi — 9;)(9, a0) — a;(x,9,) 
On — gj ajat, ) (ajd), 
fü —g;)(2, tad) € AM, aj(x,9,) t (x1— 9; — ajx,) (a3) € 
A', 即 这 一 情形 时 1) 成 立 , 其 他 情形 亦 可 如 此 验证 . 
2) ZEM, MEM, 那么 
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[M,Z] = 2i (A;;Z;4,Z] + [Ajo Z]) 


= (DAs Zi 2 LA, Z]Z, + [Ajo ,2)). 


由 DAL. Z] € +M. 由 A ,的 构成 知 ( 见 引 理 4. 4. 4 的 注 ) 在 
UN; EAF, mM 的 元 素 在 Ni 与 Ni 上 均 为 零 , 故 ASI [Z;a. Z] 
€ L'A. T L4. AREALA., Z] Z € L'A. 再 注意 [Ajo,Z]E - 
L° (2) 即 知 引 理 的 2) 得 证 . 

定义 4.4.6 S u€ HOD, E. M, M, u € Hi CQ), 则 称 
uE HGM M). 其 中 Mi; € MX AC, EGRE HM, Ak 
个 ， 属 于 MHM ALA. 

引 理 4.4.7 X T,€L'(0D, W T, 3€ H^" (Q; M, M’) akh £l 
自身 . 

证 实际 上 只 需 证 明 若 uc H (Q; M, M), Rl 

M, M, „Tou € Hi (0). 
显然 十 /二 0 时 结论 成 立 ， Hiz & 十 ! 委 A 时 结论 成 立 ， 再 证 & 十 /一 
ht1 时 结论 亦 成 立 . MEME M), X; ue Hh (0s M, M), RU 
由 定义 知 对 MEA (X, M), MuE H^ (054640) (或 H^ (05 
AAT), 用 归纳 假设 ， 有 
M, --M,,, ToMu € Hi (0), 

但 ToMu==MTout+[To,M]u, [To, MJEL (2), id Tí —[ Ts, M], 
则 有 

M, =M, ToMu = M, Mi, MTou + M, M, Tou, 
由 归纳 假设 知 上 式 右 端 第 二 项 属 Hi (0), CM, M, MTou€ 
昌 i.(Q)， 由 数学 归纳 法 知 引 理 成 立 . 

由 引 理 4.4.5 之 2), 5| 4. 4. 7 K t 5s M 对 交换 子 运算 是 封 
闭 的 这 一 简单 的 事实 (A 对 交换 子 运算 封闭 由 4. 1 节 的 例 3 知 , 而 
A' 对 交换 子 运算 封闭 留 给 读者 作为 一 简单 的 练习 ) 我 们 可 将 H (05 
A,AM') 的 定义 写成 以 下 各 种 形式 . 
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若 记 M'—M, Mino Z =Z, "UE pu 
H (Q; M, M’) —|u € Hi.(0); M'Z'u € Hi (0)] 
—iu € Hi,CQ) ; ZM'u € HC), 
(4.4. 9) 
其 中 MEM, ZE NM ,11| 志 ,| 二 4. 还 可 写作 
H^ (01464) -lu € HH, Mu € HH, ME 4, 


(4. 4. 10) 
HEF (NQ; M, M ) —iuc€ H^",Zuce H, ZEM}. 
(4.4.11) 
特别 地 , 我 们 还 定义 
H* (Q; M) = H (Q; M, M’), (4. 4. 12) 
也 就 有 
HEQ; M, = (lu € H (Q; M), Ziu € HH (0,4), 
ZEM, |Jixnui. (4. 4. 13) 


为 了 下 面 证 明 的 方便 , 我 们 再 引入 余 法 分 布 空 间 
H''(Q;4€ ) = fu € Hi(Q), M'u € Hi (0), 
M € A , |I|« kl, (4. 4. 14) 
其 中 ac CL' 且 对 余 法 分 布 是 适合 的 (当然 包含 MN' 为 向 量 场 的 集 
合 的 情形 ). 在 本 节 的 证 明 中 ,A 将 具体 表 为 My, A E. 
用 类 似 证 明 引 理 4. 4. 7 的 方法 我 们 得 到 
引 理 4.4.8 XE T,€L'QQ, B] T, 将 H QQ; 4c ) 映 到 自身 . 
引 理 4.4.9 HAD -im Q; M). 
证 由 于 42.4, 我 们 有 HA (0:25) CH (0540). 另 一 方 
m, 由 引 理 4. 4. 3 知 ACC? MAHL, 再 由 引 理 4.4.8 得 
H (Q5) = H (0546), 
故 H''(Q; 4) CC H'* (0540. 
反 过 来 , 任 给 x€ H (0,40, 作 同 于 引 理 4. 4. 4 证明 中 的 单位 
分 解 1 一 D, pE), 2E u; — 0; (x, D.)u GXH d (z,D,) ÆA 
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oz,6) 为 象征 的 拟 微分 算 子 ). 对 ZEM, 考虑 Zu; —(Zdà;(x,D,))u, 
因为 Z 的 主 象征 在 Nz U Ni IF, S(x, DOORS ERR ÜETE UNS 
上 为 零 , ke Zo (x ,D.) € Ad. 所 以 Zuj==(2®,(x,D;))uE€E Hi. CQ), 
BD uj € H*'(Q;44).. RHEESEVASAZEBDAD u; € H (0:445). 综合 以 上 
证 明 就 有 
N 
u € H"(Q;A) & u= Su, uj € H (Q, 4). 

引 理 证 毕 . 

引 理 4.4.10 1) E n/2,. k20, M H (003;. 妇 形成 一 个 代 
数 . 一 般 地 ， 若 FF(zrya) 为 其 变 元 的 C^ 函数， 那么 由 uc HAD 
即 知 F(Cx,u)€ H (Q; 40. 

2) X u€ H (Qi 4D, Wl xp4£ € M! — M, -- M, , hk, 
M, EM, 有 

M'F(x,u) = J, T, M'/u  R, (4. 4. 15) 


Isl 
其 中 Ta € Op. RE Hz" QD. 

证 1) H**(Q;. 如 成 代数 ,是 定理 4.1.7 与 4.1 节 的 例 3 的 
简单 推论 ， 以 下 只 需 证 明 F(z,z)e H^' (040. 为 使 记号 简单 ,我 
们 不 妨 设 下 仅 依赖 于 .又 因为 我 们 讨论 的 问题 均 为 局 部 的 , 故 不 
妨 认为 下 对 v ARER, 于 是 


F(u(zx)) = [e car. 


N 


用 引 理 4. 4. 9 对 u 作 分 解 为 x 一 2),_,w, BIE 
eir o 一 ee ; 


[IE u; € H^*(0;4) , 故 由 引 理 4.3.4 知 e"? € HAM) 再 由 
引 理 4.4.9 S es € H^*(Q;40. 最 后 由 H (A; 4) p I 
et? € H (Q; M), i Flu) € H (Q; M). 


2) Xj] MEM, 由 5| 理 4.4.4 有 
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MF(u) 一 2, ( DJAZ + Ajo )F(u) 


= » (X4. AT + AF). 
并 且 由 引 理 4. 4 4 之 注 知 Aj, 的 主 象征 的 支 集 在 N; 附近 ， 作 
plx, E) € C7 (R' X (R'VI01)), 其 支 集 亦 在 Ni 附近 , 但 在 ALE 
象征 的 支 集 上 为 1. id 


R= ZR; (u), R;(u) = 2A, ZE — y G,D2)Z,un, 
即 有 
MF(x,u) = X(X4.$ A oF (x,D,)Z, ic AoF)+R. 


j=l 


t d; x, D,)Z; EA, R Ẹ&— 充分 光滑 的 函数 ( 因 4 象征 支 集 与 
1 一 g(x,D; ) 象 征 支 集 不 相交 ). 递 推 地 作 下 去 有 
M'F(u) = D A42,(G,4,Mh^u-M'u)-R,, 


A 

(4. 4. 16) 
其 中 Aj EL (2)， Gj, =G; (u) € u CRR, Ri 是 充分 
光 谓 的 函数 . 对 (4. 4. 16) 作 仿 线性 化 (这 时 候 需 用 本 引 理 的 1) 以 保 

证 Gij, (u) € H^ (0; AO BBRERE (4. 4. 15). 
iE 当 z* 一 (zx ,…,az) 为 一 向 量 值 函 数 时 ,用 类 似 于 引 理 
4. 4. 10 的 证 明 方法 (当然 叙述 会 繁杂 得 多 ) 可 以 证 明 引 理 4. 4. 10 的 

结论 对 向 量 值 函 数 也 是 成 立 的 ， 只 是 (4. 4. 15) 相 应 变 为 

M'F(x,u ,7,u) 一 六 55 Te ,M'u;- R. (4.4.15) 


jeddJi«iH 
对 空间 H (05.44 A ) 我 们 有 与 引 理 4.4. 10 平行 的 结论 : 

引 理 4.4.11 X s>n/2, k20, L0, 则 H OQ; M, MIH R 
一 个 代数 . — PREIS, X (xyul，"…,Up) 对 其 变 元 Tsu yzp 为 C™ 
dE. 那么 由 ui Gru C) E H^ Oy M, M) BP Za 

FG ui ssu) € H^ (Qs M, M). 
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更 进一步 , 对 任意 M'—M, eM, Z =Z, Zjos M, € M, Z,€ 
AC, A 
p 
ZIMIF (x,u, Us) = MX M Ts, p pZ M'uj) +R. 


jà IKUMI ^ 
(4.44. 17) 
其 中 Ta py € Op), RE Hi" QD. 

证 Z€A"*— Igi, MEA RBO TAA UBAS 8 
4.4.10 为 基础 ,对 上 归纳 地 证 得 H^ (0s A, A ') 成 代数 ,上 且 
Flax, up) € H (Q; 446,447). 同样 , 由 链 法 则 知 

Z'F (zl 二 GUO < 
这 里 G 对 变 元 zz rupt Z ,… 为 CT RR, 对 函数 G 用 引 理 
4. 4. 10 即 证 得 本 引 理 . 

引 理 4.4.12. it M'—M, M,» Z =Z, Z,» M, €M, 

ZEM, 则 我 们 有 


[Z,P]—- $, Az", (4. 4. 18) 
Util 
[M',P] = Q-M"P -- D> BM", (4.4.19) 
Itin tral 
[MZ P]= (M Qr.M'Z'"P 


[ABA EAL 


+ Ð CQ MZ, (4. 4. 20) 


FMESPFIMEMESEI 
其 中 ABCrr ELT (Q0, Qr Qr ELA). 
证 (4.4.18)BD(4. 2. 3). 下 证 (4. 4. 19). 用 数学 归纳 法 先 证 
|| =1 的 情形 . 由 引 理 4. 4. 4 知 


N 


[M,P] = MIUMA;Z;a Ajo. P]. 


j=l 


在 上 式 不 同 的 项 中 , 我 们 将 P 写成 不 同形 式 . 因 3 是 算 子 PP 的 特 
征 , 由 条 件 (H. 1) 可 得 


nl nl 
P= P, (3 + $1248, 十 ainzwgv) = 了 (ol 十 Dalia), 
l=2 i=1 
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其 中 Z1, € 4h QD 是 m-—1 阶 拟 微分 算 子 ， NE 0 阶 拟 微分 算 子 . 
又 因 马 (一 2,…,N) 是 算 子 P 的 特征 , 故 用 (4. 4.4) 的 记号 可 得 


"l 
P =P; (3, d ajdi Faja la — $j)8 十 DONC + bja )) 
1-2 
n-l 
— P,(8, 二 ajdi 十 Maa. 
rer 
其 中 Z; € AM; , P, 是 m 一 1 阶 拟 微 分 算 子 ， ai 是 0 阶 拟 微分 算 子 . 
那么 
n-l 
[M,P] = [DAZ 十 Aio, Pi(91 十 Das21.1)] 
l 


12] 


N m-l 
+ MUMA;Za T Ajo, P,(8, T ajdi 十 $1a42;1)]- 
1-1 


注意 到 A, 对 交换 子 运算 是 闭合 的 , UR LAS15[Za.2. a4] 
(j= 二 2,…,N). 将 乙 .: 用 (4.4.3) 中 各 向 量 场 代 人 , Zi1(j 一 2,…, NN) 
用 (4. 4.4) 中 各 向 量 场 代入 , 具体 计算 即 知 , 除了 
[za ,01]=—91, [z,(8, 7-81) ,9, t a;81] 9 —8, +a; 
外 ， 其余 交换 子 均 为 零 . 故 可 写成 
[M,P] = QP + DBZ; T Bs, 


其 中 QEL (A), Bj,,B.€L" ' (Q). 又 注意 到 4) 的 主 象征 的 支 集 
在 Ni 附近, 所 以 Bi 的 主 象征 的 支 集 也 在 Ns 附近. 故 又 可 写 
[M,P] = QP + $3B,M, - B,, (4. 4. 21) 


P 

其 中 M,E .W. 用 数学 归纳 法 即 可 证 得 (4. 4. 19) 成 立 . 至 于 引 理 中 的 
(4.4.20) 是 (4.4.18),(4.4. 19) 的 简单 推论 , 这 里 我 们 略 去 其 证 明 . 

有 了 以 上 准备 下 面 我 们 可 回头 证 明 本 节 的 主要 结果 . 与 定理 
4.3.1 的 证 明 类 似 , 定理 4.4. 1 可 由 以 下 两 命题 简单 推出 . 

命题 4.4.13 X uc H^** (Q0, M, M), t>M+n/2, BuG 
H'?** (o. pM, M) Gi u€ H^ 1 (2 444544), Rz uc H^ (NN; 
M, AU) CX, u € HP (Qs M, UP). 

证 ”由 (4.4. 20) 我 们 有 
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PZ!M'u —Z!M!Pu + [P,ZIM']u 
=ZIMIF (x,u, ,9 ,.…) 
— (X QZ MP + $1Cy, rZ" M )u. 
取 |1|=p 十 1, 1J1=g, 注意 H^ "(0.45 4) 2 H^ (0. ; 
A, AU), 由 引 理 4.4.11 有 
ZIMIF (x,u,.* ,gu,..) 
= >) ( A T&,,2M'2u)-R, 


lglxim-1 tle ISA 


其 中 Ta yy €Op(Z-,-,5), RE HE F(A). 将 ZIM' 与 8 交 
换 , 并 将 3 与 Ts ,, 合 在 一 起 , 整理 后 即 得 
ZIM!F(x,u,-,954,) 一 2j T, 


IJi<e Tice 


其 中 To y € Op(277.,,), RE HUE (0). 注意 到 
D Qrr ZM" Pu = J} Qr rZ” M"F (x, ,3fu ve) 


€ Hi" (0), 
并 令 U-(9,:-,v,-), EP wv, … 分 别 表示 uu LZ M'u, 
JIS, IT| i +1), 对 机 我们 有 如 二 方程 组 

PUT BU=G, (4. 4. 22) 


其 中 B — ^ Op(72- 5) 38 05 8 REFS SCR ABRE, G 是 
BFH (0) 的 列 向 量 , U 属于 He (0), 上 且 在 0- 中 UE 
Hi. (Q0-). REH 4.2.2 知 UE Hi. (Q). lk uE H (Q; M, M’). 
M uE H^" (0 4644 ) 时 , RER, I fis J sat 1, HIE sp BD 
可 同 理 证 得 xE H'^^** (Q. M, a^). . 

命题 4.4.14 ik u€ HN; M, M), t >n/2 +m. #pLt— 
m—n/2 +1, RE X; 附近 xz c H, 则 在 于 附近 也 有 EE 
H? Cj = 3, N); #p>t—m—n/2+1, HEX 附近 zx E 
CD_3Z)( 整 数 0 委 上 一 下 一 2 2+1), MES 附近 也 有 
u € HYEN; v), 

证 ”在 命题 4. 4. 13 BJUEBI HR RU J =q, |I] 6, 这 里 
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p—0, X poit—m— Ll, 
0, Mpsr-m-5 cl. 


作 与 上 一 命题 类 似 的 讨论 可 得 (4. 4. 22) ,并 从 命题 条 件 知 
U € H'^(Q;A4), M p«r-m- cl, 


U € H'*(0,.4), M p>t=m-5 +1. 
且 在 E (j— 3, , NIMES 、 
U € H"*(Q.), M p«r-m- +l, 


U € H"*(Q.), 当 p>>t 一 mw 一 也 十 1. 
由 定理 2.5. 3 即 知 上 式 在 E G —3,-- NN) 附近 也 成 立 ， 由 UU 的 定 
义 可 推出 , 在 (j= 二 3,… ,NN) 附 近 有 
u € H"**(Q), B pet-m——tl, 


Uc H'"*"*(Q,X), Mplt—m-— S +1. 
命题 得 证 . 
由 命题 4. 4. 13 与 命题 4. 4. 14 就 可 证 明定 理 4. 4. 1. 因 其 证 明 
与 定理 4. 3. 1 的 证 明基 本 一 样 故 这 里 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 仿照 定 
38 4.3. 1 的 证 明 自 行 补 上 . 


4.5 余 法 奇 性 的 反射 


我 们 将 在 本 节 中 讨论 的 余 法 奇 性 的 反射 是 指 在 考虑 一 带 边 界 的 
混合 问题 时 , 若 它 的 解 在 过 去 的 某 一 特征 曲面 上 载 有 余 法 奇 性 ， 当 
这 一 特征 曲面 与 边界 面 横 截 相交 、 并 从 截 口 通过 若干 特征 曲面 而 反 
射 时 , 则 解 在 以 后 时 刻 在 这 些 反 射 特征 曲面 上 仍 载 有 余 法 奇 性 . 

在 本 节 中 我 们 总 假设 “是 问题 
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P(x,D,)u- f(r,u,-,V"!u), x, > 0, 
Bu pu" —0, 
的 有 充分 正则 性 的 解 . P 是 一 具有 光滑 系数 的 m 阶 线性 微分 算 子 ， 
厂 是 rz,x…,Y” BS C? RR, 边界 条 件 给 在 算 子 P 的 非特 征 曲 
iB (x, —0] 上, 边界 算 子 B 则 假设 满足 一 致 的 Lopatinski 条 件 ( 这 里 
的 Lopatinski 条 件 及 下 面 的 定理 4. 5. 1 分 别 是 线性 微分 算 子 混合 问 
题 讨论 中 最 基本 的 条 件 与 结果 , 由 于 篇 幅 原 因 ， 本 书 认为 读者 已 知 
这 一 内 容 而 不 加 解释 与 证 明 ， 有 兴趣 作 有 具体 研究 的 读者 可 参阅 J. 
Chazarain 5 A. Piriou 的 专著 [Ch-P]). 
对 (4. 5. 1) 的 讨论 与 第 2,3 节 的 讨论 相 比 较 它 多 了 一 个 实质 性 
的 困难 , 即 对 (4. 5. 1) 的 讨论 不 是 在 开 集 上 进行 的 ,通常 的 拟 微分 
算 子 与 仿 微分 算 子 的 工具 在 这 里 是 不 能 用 的 , 取而代之 的 就 是 所 请 
切 向 拟 微分 算 子 与 切 向 仿 微分 算 子 , 这 无 疑 增加 了 许多 技术 上 的 困 
难 . 
我 们 记 0 ÆR 中 包含 原点 的 开 集 ，2 —o(ix,z0l, 20— 
AN ir, =0}]. 设 vE H (Q* ) 且 满足 
| € H'""(Q*), 


(4. 5. 1) 


Bv € H'(3Q), (4. 5. 2) 
v= 0, 当 上 < 一 s. 
这 里 e 是 充分 小 的 正 数 . B=(B ,…,B,), 其 中 B, 是 mj 阶 算 子 ， 
BvE 末 (30) 意 昧 着 BijoE 厅 (30) (7 一 1 …,w) (u Bi Lopatinski 条 
件 所 确定 ). 
定理 4.5.1 存在 一 R" 中 包含 原点 的 适当 的 开 集 02， 使 得 在 
Q* —QfY(x,z0). Es d vE H^! (Q*)E (4.5.2) J& k 
vE H), yv € HOM. 
ik € yo 表示 函数 习 及 其 相对 于 超 平 面 {z 一 0} 的 法 向 导数 的 一 列 迹 
yju— (2, Vol, 2, (G70,1,,m—0D. 5 Bv ži, yv € H' (O00 € 
味 着 Yv€H 0-0,-,m—1. 
进一步 ， 存 在 常数 C 及 充分 大 的 人， 使 
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2 l: 2 
Aliellz t yv laK [x N Po Inat I Bo lia}, 


(4.5.3) 
其 中 是 上, 表示 带 权 的 Sobolev 空间 的 模 : 
2v He qp eat. unge, (4. 5. 4) 


将 定理 4.5 应 用 到 六 线性 偏 微分 方程 的 混合 问题 (4. 5. 1) 时 ， 
一 个 困难 是 当 uc 五 一 时 (4.5.1) 的 右 端 f(x,u,… V" u) REA 
属于 HUUU. 一 个 克服 的 办 法 是 把 定理 4. 5. 1 推广 到 PtHP 的 情 
形 , 这 里 Pi 是 m 一 1 阶 的 切 向 仿 微 分 算 子 . 但 这 一 推广 需要 较 大 篇 
幅 的 讨论 . 为 避免 元 长 的 证 明 , 在 本 节 我 们 将 只 详细 讨论 m2, 
f 王 f(x,w) 的 特殊 情形 , 对 更 一 般 的 情况 我 们 将 其 体 指 出 其 困难 及 
证 明 思 路 . 
我 们 设 u 是 问题 
P(x,D,)u—f(x,u), 在 z 盖 0， 
Bu], -一 0 
的 属于 H'(Q* ) (*>>2V2) 的 解 , 已 是 二 阶 具 光 滑 系 数 的 线性 微分 算 
F, 且 相 对 于 超 曲面 t const. (t 是 某 时 间 变 量 ) 是 严格 双 曲 的 . 同 
样 设 1z, 二 01 对 算 子 P 是 非特 征 的 , B 满足 一 致 的 Lopatinski R. 
又 设 E. ERT P 的 特征 超 曲面 , 它 与 边界 90 横 截 相交 于 余 维 
数 为 2 OFRET E, 卫 穿 过 原点 . 再 设 从 丁 出 发 有 另 一 特征 曲面 
Z+. 由 引 理 4.3. 2 知 可 选取 一 坐标 系 , 使 边界 30 (516 x, 0] rb, 
{E EX.—ixn—zl,£Xo—1in—-—z. 
我 们 记 ISZ UZ- UD (2 —1z9D,3ti MEFE W 
向 量 场 , 那么 由 引 理 4.3. 3 AU A R9 E oC n] ROS 
M, = x, Gi zx, ) (91 + 9,), 
M, =3; (jo—2,-,n—1), 
M, = x, — x,)(83—2,), 
Mmi = 219) 二 x; 


(4.5.5) 


(4.5.6) 


我 们 定义 
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H (Q* 1.) = lu € Hi. (Q*), M'u € Hiel), 
M € A, | I| kj. (4. 5. 7) 
对 H*' (Q* ;- 妇 显然 有 (类 似 于 引 理 4. 3. 4) 
9|384.5.2. € sn/2, kz0, M H"*QQ* ;. 们 是 一 个 代数 . 又 
E ofGrsus cts us EG rum, uy A CT E, uj (x) € 
H**(Q* ;A G=1,, N), 则 fexus un) E HU AD. 
引 理 4.5.3. EF P(z,D-) 可 写成 


ntl 


Plx, D,) = QGOK + DA GSDOMI, + ACz, D, ), 


(4.5.8) 
其 中 二 (9% 一 91),，Aj(x,D,) (j 二 0,1,…,n 十 1) 是 一 阶 微分 算 子 ， 
Q(x)EC” 且 在 原点 附近 不 为 替 . 
证 d plr, h) EE 与 的 二 次 齐 次 多 项 式 , CE Ni 与 
N: ESIE, 那么 将 p(x,& ,&,) 写 成 
b(x,& E) Spild) lE HEY + ps (x)(8 — 6)! 
+p EE), 
即 知 pi (x) — Gi Harn) pila), iG) Gi —z)pi(x), 又 注意 
Gn c x,)(8 EEY 
= Z6n6 H x£,)(6 EE) +H TF z)(—8&8), 
故 可 得 
PCr, E) = q(x)(& —&) 十 r(z 6,6) (rk + x). 
(4. 5.9) 
类 似 于 引 理 4. 3. 6 的 证 明 , 由 (4. 5. 9) 易 知 (4. 5. 8) 成 立 . 
通过 有 具体 计算 我 们 有 
[K,M; ] 一 2(z c xz, )K 4-2(2, 4-23,) M, 十 2(9 +3,), 
(K,M,] 一 2(0z — x,)K -2(2, — 8) M, 十 2(9 — 9,), 
[K,M,4,] = 2K, 
[K,Mj] 20 (j—2,-,n— 1). 
(4. 5. 10) 
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由 (4. 5. 10) 及 引 理 4. 5. 3 我 们 易 证 
引 理 4.5.4 *] MEM P—PG,DO, 我 们 有 


[M',P] 5j Q-M'"P- DD ByM", (4.5.11) 


uz ufu 
其 中 Qi 为 零 阶 微分 算 子 ( 即 C7 10, Bé - HE D XT. 
证 由 引 理 4.5. 3 (4. 5. 10) 式 即 知 [M,P 的 主 部 可 用 天 及 
妈 的 元 素 表 出 , 又 注意 


ntl 
K (P— SAM; +A) (4. 5.12) 
j=1 


=l 
Q(x) 
(4 Q 充分 小 时 Q(x) 关 0), 可 证 得 (4.5.11) 对 11| 二 1 成立 . 再 用 数 
学 归纳 法 即 可 证 得 (4. 5. 11). . 
在 给 出 本 节 主 要 结果 前 , 我 们 来 讨论 定义 在 边界 32 上 的 余 法 
分 布 空间 . i .如 是 定义 在 {x, 一 01 上 且 切 于 本 的 向 量 场 , 显然 .如 
的 生成 元 为 
Lidi, J2, 77, 9,4. (4.5. 13) 
并 且 Md, =。 一. 如. 我 们 定义 
H (IN; Mo) = lv € Hi.(30), Z'v € Hi.(20), 
ZE JA, |I|x kl. (4. 5. 14) 
显然 我 们 有 
引 理 4.5.5 € 5a—0D/2, kz0, 则 H* ON; 465) € — ^X 
数 . XE f(x uun FEA rusun XC RAE, v; (x0 € 
H'' QQ* 440 G1, ND, B] flu suu) € H ON; Ao), X 
中 天 一 (zi 1). 
有 了 以 上 准备 , 我 们 可 以 证 明 
定理 4.5.6 X uC Hi, C(Q* ). G2» n/2) 9 (4.5.50 49 f£, H 
ulr) € HQ f(x «0); 40, MA uE H' Q2* 540, ÆA yu € 
H** (905 45). 
WE 对 上 进行 归纳 M4 k= t, Pucf(x.u)€ Hi. (Qt), 
Bu-0. Hi qu 在 定理 4.5. 1 中 代替 v GXH 9€ C", Hn 6/2 
时 为 1, <e 时 为 0), 则 pu € H (Q* ;40 — Hi. CO* ) 是 显然 
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的 . HE y (Cpu) €E Hi (IDRATE P(gu) — gf(x,u) FUP. o]u. WW 
为 [P,g] 是 一 阶 算 子 , 故 P(px)E Hi (Q* ). 再 看 BCpu) 1 -05 
[B,olul,,-., 注意 B=(B,,…,B,), 故 只 需 考 虑 B (pu) la, 0 5 
[B;,elul,-o. fil B; 129 m; - 1 阶 算 子 , x 

(B;.g]u l,,-. € Hi" ^ (20) C Hi" (20), 
BU B (gu) l, -o € Hiz " (30), 亦 即 B(gu) l. -o € Hi. (20). 由 定理 
4.5.1 481 y (gu) € Hi, (20). 

现在 设 定理 对 于 & 一 1 成立, BD 
gu € HQ; M), ylgu) € H (IN; Ao), 
(4.5. 15),.4 
可 证 (4. 5. 15), 亦 成 立 . 取 ME t, 用 M'((I| <k) FATF PCQu), 
由 引 理 4. 5.4 有 
PM'(qu) — M'P(gu) - > QrM"P(qu) 


uri 


十 5 By M' (gu). 


Ir'I«ltl 
4 U-'(w,-,v,:-), 其 中 v= 二 Mi (eu) CIL | b), 则 有 
PU +AU =R, (4.5.16) 


其 中 A 是 以 一 阶 算 子 为 元 素 的 矩阵 ， 
R 一 Ri 十 Rs +R: 


—M'P(gi)-- 9) QrM"P(g)) -- > BrM (go). 


IIIN WISIN- 


注意 «€ H(A (da <0}, M), SB pu E€ H (Q* ; M) RI uE 
H (Qt; M). 所 以 

R, = M'(of (x,u) +[P,g]u) € Hi; (0°). 
同 理 知 R: € Hi (Q`), 而 R€ Hi. (2 ) 是 显然 的 . 故 

PU +AU = RE Hy (0 ). (4. 5. 16)' 
注意 M, 2o 44, 若 MEA, WI Z—MI, -0 € AS. 对 任 一 连续 函数 
gx, )id go (x) g(x 0), 那么 
BU |, -0 =B(Z'(pouo)) 
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=[B,Z'] (pou) + Z([B, p luo). 
Akh ue Ht (ax <0]; 40 X Y (eu) € H (IN; 44) C 
HE (I N; Mo) ZO yu € H' (IN; Mo). 所 以 Z' (LB, go luo) € 
Hi (20). 简单 计算 知 [B,2Z'](gouo)E Hie (32). 故 
BU |; -=o € Hi. (20). (4.5.17) 
对 (4.5. 16)/,(4. 5. 17) 用 定理 4. 5. 1, &IU€ Hi, (Q^ ), YUE 
Hi. (262), 即 (4. 5.15), RY. 定理 证 毕 . 

最 后 我 们 对 更 一 般 情形 给 出 几 点 附注 . 

1) 若 算 子 P 是 m 阶 算 子 (m>>2), B f=f(x,u,…,Y” u), 
并 设 2- 门 9Q= 二 上 仅 有 一 个 反射 特征 曲面 , 这 时 结论 与 定理 4. 5. 6 
相同 , 而 困难 在 于 相应 于 (4. 5. 8) 式 中 K 的 系数 是 一 微分 算 子 (而 
不 是 一 个 函数 ), 且 仅 在 某 微 局 部 方向 是 椭圆 的 .为 使 K 有 类 似 于 
(4. 5. 12) 的 表示 , 必须 作 微 局 部 的 分 解 . 但 这 时 的 困难 在 于 所 讨论 
的 问题 是 在 半空 间 中 (与 4. 3 节 不 同 ), 为 避免 一 般 的 微 局 部 分 解 ， 
需 引进 切 向 拟 微分 算 子 并 进行 较 复 杂 的 切 向 微 局 部 分 解 . 这 一 工作 
可 见 M. Beals 和 G. Métivier 的 [B-M1]. 

2) 若 算 子 还 是 mE O2), B f—f(x,u,-, V" u), 
但 从 也 上 有 多 个 反射 特征 面 , 这 时 用 通常 向 量 场 已 不 能 较 好 描述 余 
法 分 布 空间 (类 似 于 奇 性 相互 作用 后 截 口 处 通过 多 个 特征 曲面 的 情 
形 即 4. 3 节 所 讨论 的 ), 但 在 半空 间 上 引进 拟 微分 算 子 又 有 新 
WE. M. Beals 和 G. Métivier ( 见 [B-M2]) 在 处 理 这 一 问题 时 有 两 
个 基本 办 法 : 其 一 是 按 4. 3 节 将 余 法 分 布 空间 在 开 集 上 定义 成 若干 
可 用 向 量 场 定义 的 余 法 分 布 空间 的 和 , 然后 再 限制 到 半空 间 中 , 这 
就 使 在 具体 运作 时 带 来 很 大 方便 ; 其 二 , 相应 于 余 法 空间 的 分 解 ， 
算 子 的 分 解 借助 于 一 套 相当 技巧 性 的 切 向 拟 微分 算 子 来 完成 . 

3) 在 1) 或 者 2) 的 基础 上 , 设 /一 f(x,u,…,Y”'u). 这 时 非 
线性 项 已 不 能 简单 放 到 方程 右边 处 理 , 而 需 借助 于 线性 化 技巧 将 其 
放 到 方程 的 左边 讨论 . 当然 这 时 多 出 的 一 个 m 一 1 阶 算 子 Pro 是 具 
有 非 光滑 系数 的 . 在 讨论 非 光滑 系数 微分 算 子 的 性 质 与 相应 能 量 估 
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iB. 可 在 1),2) 基 础 上 加 以 改进 而 证 得 奇 性 反射 的 结论 . 最 后 这 
一 工作 是 沈 未 名 在 文 [Shj 中 完成 的 . 


4.6 关于 余 法 奇 性 的 其 他 结果 


在 余 法 分 布 框 架 下 对 非 线 性 偏 微分 方程 解 的 奇 性 进行 研究 是 一 
个 近 十 年 来 相当 热门 的 研究 课题 ， 而 且 尚 有 大 量 未 解决 的 问题 . 作 
为 本 章 的 结束 , 我 们 简短 介绍 几 个 由 于 篇 幅 原 因 本 书 没有 展开 具体 
讨论 , 但 十 分 重要 的 研究 课题 . 


4.6.1 拟 线性 方程 (组) 的 余 法 奇 性 解 


拟 线 性 与 半 线 性 偏 微分 方程 的 本 质 区 别 之 一 是 拟 线 性 方程 的 特 
征 面 依赖 于 解 u, 故 一 般 而 言 不 再 是 光滑 的 ， 当 特征 曲面 35, 不 是 光 
THE BH EDI, 与 之 对 应 的 余 法 分 布 空间 是 借助 于 一 族 C*(c>1) 的 向 
量 场 2 一 (2 ,…，,2,) 来 定义 的 . 

Alinhac [Ali1,2]X8t Chemin [Chemi] 引进 和 研究 了 上 述 类 型 
的 余 法 分 布 空间 ,并 用 这 种 类 型 的 余 法 分 布 空间 讨论 了 拟 线性 微分 
方程 解 的 奇 性 的 传播 与 相互 作用 . 

首先 他 们 导出 一 个 仿 微分 算 子 Z,. 它 以 Z; 为 象征 (对 选 定 的 
L-P 分 解 )， 并 定义 空间 

H™ (HD = lu € Hi, Zp o € Hi, 
l« k,Z, € f£ (4. 6.1) 
与 之 相对 应 他 们 还 定义 CH ( 即 相 对 于 Holder 空间 的 余 法 分 布 
空间 ). 但 这 些 空间 的 定义 一 般 而 言 是 没有 意义 的 (除非 很 小 ) 因 
为 它 依赖 于 仿 乘积 定义 中 可 任意 选择 的 东西 . 但 这 里 有 这 样 一 个 原 
Wu, B 

34 Z; 的 系数 属于 C" 和 :时 , 空间 H^ (C) AR TRUE. EXR EE REGE 
择 的 东西 , 且 对 son /2 时 构成 一 个 代数 . 

由 这 一 原则 , 我 们 “ 递 推 地 "得 到 Z, 系数 的 正则 性 (实际 上 是 依 
赖 于 特征 面 的 正则 性 ) ,并 相应 可 对 更 大 的 &, 使 H DHELE 
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合理 的 . 

当 寂 及 的 特征 面 个 数 较 小 时 (例如 一 或 者 两 个 特征 面 ), 还 可 采 
用 另外 的 办 法 讨论 拟 线性 方程 组 的 奇 性 . 实际 上 Alinhac 在 [Alil] 
中 是 采用 仿 复合 的 办 法 (这 里 实际 上 是 “ 仿 坐 标 变换 ”) 把 特征 面 “ 拉 
直 ” 后 来 讨论 拟 线性 方程 解 的 奇 性 传播 的 .而 王 维 克 在 [Wal ] 中 对 
两 个 特征 面 的 情形 , 先 把 特征 面 “ 拉 直 " 而 把 坐标 变换 函数 放 进 方程 
作 参 函数 , 然后 递 推 地 交替 对 解 与 特征 曲面 得 到 方程 解 的 奇 性 在 边 
界 上 的 反射 以 及 特征 曲面 的 正则 性 . 当然 因 这 时 问题 讨论 是 在 带 边 
界 区 域 上 进行 的 , 切 向 的 仿 微 分 算 子 在 余 法 分 布 空间 上 的 性 质 的 讨 
论 是 一 个 十 分 重要 和 棘手 的 问题 . 


4.6.2 含 强 间 断 的 奇 性 解 


本 章 考 虑 方程 的 解 均 至 少 要 求 uE His (0), s22n/2 (1 与 非 线 
| 性 项 中 出 现 的 导数 的 阶 数 有 关 )，, 而 这 一 要 求 是 为 使 方程 中 出 现 的 

非 线 性 项 能 保持 一 定 的 正则 性 . 这 就 是 通常 所 说 的 弱 奇 性 解 . 但 很 
多 情形 下 我 们 还 需 考虑 解 的 强 间 断 , 特别 是 解 的 值 在 其 一 特征 面 的 
两 侧 出 现 跳跃 的 情况 . 这 时 为 使 非 线性 函数 有 意义 ,总 将 所 考虑 的 
函数 空间 置 于 空间 L^ z rh. 

这 方面 工作 我 们 首先 要 提 到 G. Metivier 的 工作 [Metl,2]. 他 
在 空间 L (Y H2! (&2» (n4-5) /2) 中 对 半 线 性 方程 组 讨论 了 余 法 波 的 
传播 , 相互 作用 及 反射 . 他 用 的 方法 主要 是 给 出 了 相应 于 L” AN H$* 
空间 的 模 的 能 量 估计 ,用 迭代 法 证 明 解 的 存在 性 ,并 同时 得 出 解 的 
正则 性 (或 者 说 奇异 性 ). 在 G. Métivier 工作 基础 上 , 最 近 文 [LSW] 
结合 本 章 4. 3 节 的 方法 讨论 了 强 奇 性 与 弱 奇 性 解 的 相互 作用 . 

关于 这 类 分 片 正 则 解 的 工作 还 可 见 陈 恕 行 的 [Chenl ] J. 
Rauch 5 M. Reed 的 [R-R2]. 

另外 , 陈 恕 行 在 文 [fChen2j 中 讨论 了 半 线 性 波 方程 的 Riemann 
问题 ,其 初始 值 在 平面 (x,y) 上 的 被 坐标 轴 分 成 的 4 个 区 域 上 取 不 
同 的 常数 值 (更 确切 地 说 u(0,x,y) 二 0, (3u) (0,2, 5) — (x. y), 
g(x,y) 在 上 述 4 个 区 域 上 分 别 取 不 同 值 ). 文献 [Chen2] 证 明了 半 
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线性 偏 微分 方程 

Du= f(t,x,y,u) (4.6. 2) 
在 上 述 初 值 下 的 解除 了 在 过 {z= 二 01}， {y= 二 01 的 特征 面 上 有 奇 性 外 ， 
从 原点 出 发 的 前 向 光 锥 上 也 出 现 奇 性 . 这 一 问题 与 后 面 我 们 将 讨论 
的 三 个 波 的 相互 作用 一 样 ( 见 第 7 章 ), 与 前 几 节 讨论 的 间 题 想 比 较 
有 本 质 的 困难 . 以 上 问题 若 放 在 拟 线性 方程 上 则 是 更 复杂 的 问题 ， 
这 里 涉及 激 波 ,接触 间断 等 强 间 断 ,， 这 是 值得 另 写 一 本 书 的 大 题 
目 , 故 这 里 不 一 一 提 及 这 方面 的 工作 . 


4.6.3 其 他 情况 


本 章 前 凡 节 所 考虑 的 特征 面 都 是 横 堆 相交 的 ,， 当 特征 面 是 相 切 
相交 ,甚至 在 交口 处 出 现 尖 点 或 燕尾 奇 性 时 , 相应 的 方程 解 的 余 法 
奇 性 的 传播 问题 就 复杂 多 了 (这 时 方程 仍 要 求 是 严格 双 曲 的 ). R. 
Melrose 和 A. Sà Barreto 在 [Mel2],[SB1] 中 讨论 当 特 征 面 上 出 现 
尖 点 及 燕尾 奇 性 时 , 解 的 奇 性 沿 特 征 面 继续 传播 的 情形 . 仇 庆 久 和 
尹 会 成 在 文 [Y-Q1,2] 中 讨论 了 二 阶 非 线性 方程 , 证 明了 当 其 两 个 
特征 面 是 相 切 相交 时 解 的 奇 性 沿 特征 面 传播 的 结论 . 

J. Rauch 和 M. Reed ( 见 [R-R2]) 在 空间 维 数 为 1 时 讨论 了 半 
线性 方程 解 的 奇 性 ， 并 给 出 很 完整 的 回答 . 这 些 结果 后 被 J]. M. 
Chemin( 见 [Chem1]) 推 广 到 一 般 非 线性 的 情形 . 他 们 证 明了 若 给 
定 一 个 函数 o(z) 使 x 的 初始 值 在 z 的 邻 域内 属于 HO, 则 可 以 确 
定 (由 特征 上 解 的 传播 及 一 系列 的 相互 作用 ) 一 个 函数 c(t,z) 使 解 u 
在 (t,x) 邻 域内 属于 H”*”. 

至 于 三 个 波 相互 作用 以 及 与 其 相关 的 工作 我 们 将 在 第 7 章 作为 
二 次 微 局 部 化 的 应 用 来 讨论 . 

余 法 分 布 的 奇 性 分 析 是 一 个 相当 丰富 的 研究 领域 , 仅 介绍 以 上 
工作 难免 会 遗漏 一 些 很 有 意义 的 研究 . 例如 R Melrose 与 N. Ritter 
提出 一 套 与 本 章 所 述 不 尽 相 同 的 余 法 分 布 空间 ( 见 [M-R1,2]). X 
例如 A. Piriou ( 见 [Pi]) 提 出 的 一 套 相 对 余 法 奇 性 的 象征 计算 ,等 
等 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 相应 的 文献 . 
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$535 非 齐 性 空间 上 的 拟 微分 算 子 


在 一 、 二 两 章 中 我 们 介绍 了 经 典 的 拟 微 分 算 子 和 仿 微 分 算 子 ， 
这 是 微 局 部 分 析 理 论 的 基础 知识 . 在 那里 , 我 们 所 研究 的 是 椭圆 型 
算 子 或 者 双 曲 型 算 子 的 较 简单 的 问题 , 因此 所 研究 的 空间 是 各 向 同 
性 的 . 但 是 当 我 们 要 研究 退化 椭圆 型 算 子 , 或 者 是 非 线性 双 曲 型 算 
子 的 较 复 杂 的 奇异 性 的 传播 问题 时 , 所 研究 的 空间 在 不 同 的 方向 显 
示 出 不 同 的 特性 . 因此 , 空间 是 各 向 异性 的 和 非 齐 性 的 , 这 时 进行 
更 加 精细 的 微 局 部 的 分 析 就 显得 更 加 重要 和 上 自然 了 . 因而 就 有 了 所 
谓 的 二 次 微 局 部 分 析 和 高 次 微 局 部 分 析 理 论 , 以 及 非 齐 性 象征 的 
Wey 运算 理论 . 事实 上 , BERE Lie 群 上 的 微分 算 子 理 论 ( 见 [R-S])， 
以 及 前 面 第 4 章 介绍 的 余 法 分 布 空间 就 是 非 齐 性 分 析 的 具体 实例 . 
从 本 章 开始 , 我 们 系统 地 介绍 这 一 抽象 理论 及 其 应 用 . 这 些 都 是 微 
局 部 分 析 理 论 在 20 世纪 80 ERRA 90 年 代 初 的 最 新 进展 . 

本 章 和 下 一 章 用 到 一 些 辛 几何 的 知识 , 读者 可 以 在 [Q-X] 第 八 
章 和 [HH62] 第 三 卷 第 十 八 、 第 二 十 一 章 中 找到 详尽 的 说 明 . 


5.1 几何 结构 


我 们 现在 研究 R* 上 的 广义 拟 微分 算 子 , 为 此 我 们 分 析 一 下 经 
典 的 拟 微分 算 子 的 象征 的 构造 . 称 一 个 函数 a€ So CR), 其 中 
0<po,6<1, É Va,B€ N', 30,470, 使 得 我 们 有 下 面 的 估计 : 

[2521 a (x, £) KC (1-- Le] nct tn (5. 1.1) 
对 于 所 有 的 (z,6)E R2 成 立 . 我 们 现在 在 R*" 上 引入 一 个 度量 : 
(14 6&1? dz 十 (1 十 | € l?)*de = gr? (dx,d&), (5.1.2) 


223 


现代 偏 微分 方程 引 论 XINGNEONROGNEGECGNEONN NE | 


则 (5. 1. 1) 表 示 任 给 整数 上 存在 常数 C,, fei V Xi, Xi,XE 
R™” ,有 下 面 的 估计 式 : 


| (a9? (X), X% O 0 X) I G, (1l £ Dr E[eg oos, 


(5.1. 3) 
这 里 (ce (X), X, O OXP RIS a(X) 的 上 阶 导数 与 XX! ,… XL 的 
KER, 即 <(X) 关 于 这 些 向 量 的 方向 导数 gt (X, 2 表示 向 量 
Xi 在 度量 e t! 下 的 长 度 . 
现在 我 们 推广 这 一 概念 , 给 出 下 面 的 定义 : 
定义 5.1.1 称 R” 上 的 一 个 正定 二 次 形式 gx(Y) 为 缓 变 的 ， 
若 存 在 常数 C, 使 得 VX,Y,TER” 有 
gx(Y) C= gy, CD xm Og, CD. (5. 1. 4) 
作为 一 个 练习 , 大 家 可 以 立即 证 明 当 0c, 8<] Hj, gt? 是 一 
个 缓 变 的 度量 . 现在 假设 G 是 R 上 的 一 个 常 系数 的 正定 二 次 形式 
(以 下 这 种 度量 称 为 常 值 度量 ), 在 zx€ R” 的 某 一 个 邻 域内 , 若 u€ 
C', 定义 fS b 阶 微分 在 度量 G 下 的 范 数 为 


| u |$ (x) = sup | u” (7), TOOT) | (5.1.5) 
T ER” IIcetcr»"^ 
下 面 给 出 相应 的 象征 类 的 定义 : 


定义 5.1.2 ik g 3 R" E — AR E REX. m 为 及 ”上 的 一 个 
正 的 实 值 函数 . 称 m 2 — AX IB AC. AES Co 使 得 


mCX) 
m) 


称 一 个 函数 a€ S(ém.g), X a€c"(R"), 以 及 VEEN, 3C,20 
使 得 对 于 所 有 的 X Tire TERA F HEH: 


gy(X—YoxG > O< 委 Co. (5.1.6) 


k 
| (4^ OO, T) Q O TO I< Com OO [ Tex CT". 


j=l 


(5. 1. 7) 
这 里 gx AX 为 参数 的 常 值 度量 . 


224 


大 非 齐 性 空间 上 的 所 微分 算 子 


由 定义 立即 可 知 S(m,g) 是 一 个 Fréchet 空间 ,其 半 范 由 适合 
(5. 1.7) 的 最 小 的 C, 给 出 . WEE g 是 由 (5.1.2) 给 出 的 度量 , m= 
GOIENA, WA SCm,g) — SL, CR? ). 

E2934 X E R”* 的 一 个 紧 集 内 变化 时 , g 和 m(X) 都 是 上 下 有 
5B. 所 以 CY (R")C S(m,g). 现在 给 出 R* 的 一 个 从 属于 度量 g 
的 单位 分 解 . 

引 理 $5.1.3 1) 假设 0<e<Co,， 则 能 选取 X, C R'"4& 43 35 R> 
e 时 下 面 的 g- S3. 

Ux r = (X € R”; gx (X, =X) « R) (5.1. 8) 
B E R”, 以 及 当 RSC, 时 交集 非 空 的 上 述 的 球 的 个 数 有 一 个 固定 
的 上 界 . 
2) 存在 S(1,g) 的 一 个 有 界 族 {g,} 满 足 : 和 EC Ux, A 


Sie, =. (5.1.9) 
证 ”选取 一 个 最 大 可 能 的 序列 X, € Rie e 
gx (X, — X,) >e, v2. (5. 1. 10) 
为 此 仅 需 先 在 一 个 固定 的 紧 集 内 选取 最 大 的 序列 , 然后 取 一 个 上 升 


的 竭 穷 紧 子 集 序 列 , 一 步 一 步 地 做 下 去 就 可 以 完成 这 样 的 选取 . 
另 一 方面 , EP Vou tgs (X, X, SC, MA 
ex gx (X, — X,) & Cogx, (X, — X,), 
因此 也 有 
gx, (X, — X,) Z min|C;,e/C)], v2» yp. 
下 面 估计 当 RSO, 时 有 多 少 个 形 如 g. (X, — X) « R 的 球 交集 非 
空 . 由 gx 的 缓 变性 有 gx(X, 一 XX) 二 CoR, 如 果 X, 在 这 个 球 中 , 则 
有 
€ & gx (X, — X,) S Gg, (X, — X,). 
因此 gx CX, — X,) Ze /Co , 这 就 证 明了 满足 gx CX, — X) K OR 的 点 
X, 的 个 数 有 一 个 固定 的 上 界 . 显然 当 R=e 时 由 (5.1.8) 给 出 的 球 
覆盖 全 空间 RU. 
下 面 构 造 相 应 的 单位 分 解 . 取 YE C”(R) 满 足 条 件 : 在 (一 2,e) 
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E 9—1, Æ(R, Foo). E g—0, 其 中 e<R<G. & 4,(X) plex (X 
—X,)), M 4, € Cc (Ux r). 

因为 有 

| GP OD, T) I=] g (gx CX — X) (dg (X — X). T) | 

< Eer (X— X^ gy (T)'*, 
容易 证 明 {y,} 是 S(1,g) 的 一 个 有 界 子 集 , BD ly, EOS.. 在 
p, 的 支 集 上 g 等 价 于 gx,. 因为 至多 只 有 NN 个 球 相 交 非 空 , 所 以 若 
4 v— Su. MA 
IxWwzN, |wlts« NC,. 
因此 , $ e, — 9, /v WE 
2e. zx]. 

这 就 证 明了 引 理 . 

利用 这 一 单位 分 解 可 以 将 非 光 户 的 度量 以 及 权 函 数 正则 化 , BD 
可 以 给 出 一 个 等 价 的 光滑 度量 和 权 函 数 . 设 m 为 一 个 权 函 数 ,， 令 

mi(X) = Dp, (X)mCX). (5. 1. 11) 
由 于 当 g((X)s50 时 ，gx (X— X) C... 因此 有 
m(X,) Cx; m(X) < Cm(X,)), X € supp 9,. 
这 就 证 明了 下 面 的 估计 式 
mi(X)/Cx;m(X) xiCmi(X), XER”. 
FIH io, E S(1,g) 中 的 有 界 性 , 还 有 
|m |i s Ce [m]. 

这 就 证 明了 m € S(m,g) — Sm ,g). 类似 地 可 以 正则 化 度量 函数 
g. 下 面 研究 象征 空间 S(m,g) 中 的 运算 . 

命题 5.1.4 i pCSOp,g), aCD!d£? 是 R+ 上 的 一 个 缓 变 度 
È, 则 Galp ldp HOt plap) Dg 也 是 一 个 缓 变 的 度量 ， 另 
b, m X a? dt? 的 一 个 权 函 数 ， 以 及 XYESCzayasdt2)， 则 7ma( 力 ) 是 
G 86 — E RAE, AA yp) € SGnCp). 6). 
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dE 4a(0)—1/Q0-20, mG) — (0912) , a€R, y(0 rn. 则 根 


据 上 面 的 命题 有 PES ,5). 
证 首先 由 于 a(z)*di? 在 R* 上 缓 变 , 我 们 有 
alt) ls—t| «C, c; «f «o. (5. 1.12) 
此 式 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 
la (2) | x; Ca(t)*. (5. 1. 13) 
因为 由 此 可 以 导出 


la(2) 7 —a(s) ! I C|t— sl. 
这 就 给 出 了 (5. 1.12), 其 中 C=2, C, - (20). m 是 a(t)*dt? 的 一 
个 权 函 数 的 充分 条 件 是 
Im' (t)|<Čm(t)a(t). 
事实 上 有 


ga [tag 


_ dOn( — mG))G — 3)aG)] 
(t — s)m(s)a(s) t 
由 于 m(7) 的 光滑 性 , Kles RAN, Ima) mG) LE SCl m (s) 
(t—s)|, 因此 
m(t 
类 似 的 关于 mls) fm(z) 的 估计 , WERT m Æ alty di? B9— EXER 
X BT y€S(n,a d£), 我 们 有 下 面 的 估计 : 
| x? O) IS Cm (t)alt)'. 

现在 证 明 G 是 一 个 缓 变 度 量 , 以 及 m 是 G 的 权 函 数 . 因此 首 

先 证 明 下 面 的 关系 式 : 


GCx(Y 一 X) < O` > C x 


对 于 所 有 的 TE R” 成 立 . 根据 定义 有 
Gx(Y — X) =a(p(X)Y (Y — X.dpC X) 
Tt Gc p(X)a(p(X)))gx(Y — X). 


«<C (5.1.14) 
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因为 gs 委 G, 所 以 立即 有 gy /gx Ra p (Y) /p(X) 是 有 界 的 . 由 于 p€ 
S(p,g), 利用 Taylor 展 式 , 关于 0<s<1 有 
| (Y — X,dp(X t s(Y — X)) — dp(X)) | 
< Cp(X)gy (Y — X). 
By Gx(Y— X) «C, ， 这 就 证 明了 
alp(X)) | (Y — X,dp(X - s(Y — X)) 1x: "^ -CC,. 
再 次 利用 Taylor 公式 ， 
a(p(X)) | P(Y) — p(X) |S G7! ^ + CCS. 
zi C, 取 的 充分 大 ， 则 由 (5. 1. 12), BD gi a 的 缓 变 性 就 可 导出 
aCp(Y)) /a(p(X)) 是 有 界 的 . 同样 ,m(p(Y)) fmr(p(X)) 也 是 有 界 
83. 另 一 方面 , 对 于 TER”, 利用 Taylor 公式 类 似 可 以 证 明 
a(p(X)) | (T,dp(X)— dp(Y)) |? 
< Ca(p( X) (X) g,(Y — X)g,(T) 
s C(1-cFa(b(X)) pCX))g, CT). 
这 里 用 到 了 由 Cx(Y 一 X)<Co FH aO X) POODgs Qc —- X) 
C;'. 因此 有 
Gx(T)_a(p(X))* (T,dp(X))’+(1+p(X)a(p(X)))g: CT) 
Gy(T) a(p(Y))’(T,dp(Y))’+(1l+p(Y)a(p(Y)))gy(T) 
«ce AXN CI dp(X)— dp(Y))’ Fa(p(Y)) CD, dp(Y))’ 
< aCp(Y)) (CT, dp(Y)* - (OH p(Y)a( p(Y))) gy CT) 
(1+p(Y)a(p(Y)))gy CT) 
Ta (T,dp(Y)) t (1 g(Y)a( p(Y))) gy (CT) 


«C. 
这 就 证 明了 G 是 缓 变 的 以 及 m(p) 是 G 的 一 个 权 函 数 . 下 面 证 明 
x(2) € S(m(p),G). 
因为 PRERE Dn y ? (p) p^ p^? ARAE, 其 
H k>, Dyk =k. 由 于 xES(m,a), RATE 
| x? C0) 1x Cjm(p)a( p). 
因此 ,只 需要 证 明 下 面 的 估计 式 : 
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| (a()p? (X), TI OWT) I«cTIextro'. 
当 ;一 1 时 这 是 显然 的 , 因为 Gx 的 第 一 项 就 是 如 此 . 当 018, 由 
于 pE€ S(p,g) 我 们 有 
alp) | (PP (X), TO T) | 
<Calp) p(X) Tes (T^ 
—Cp(X)a(p(X)) + pla(p))) `” 


- [[ O 2 Gog lT.) y” 


<c JJ G(T)”. 
这 就 证 明了 命题 5. 1. 4. 
我 们 记 R "上 的 辛 形式 为 
o( X,Y) = o((1,8. Gy) = (€,y) — (7,7). (5.1.15) 
我 们 现在 定义 gx By o- JESEBE RE 2S 


g& (T) 一 sup D (5. 1. 16) 
定义 步 长 函数 1s 为 
a (X) = nf (SRR). (5. 1.17) 


RABE A,CXZR1, BD 
Ex X EK- (5.1.18) 

34 g 满足 这 一 条 件 时 , 我 们 称 g 满足 所 谓 “ 测 不 准 原理 ”". 这 时 在 球 
IY; gx(Y 一 X) 委 一 | 上 的 局 部 化 是 允许 的 . 上 面 关 于 度量 和 权 函 数 
的 要 求 都 是 局 部 的 , 但 是 定义 拟 微分 算 子 时 是 要 在 全 空间 上 积分 
的 . 因此 关于 它们 在 无 穷 远 处 的 增长 性 还 要 加 以 限制 , 为 此 给 出 下 
面 的 定义 . 

定义 5.1.5 称 一 个 度量 g 是 缓 增 的 ， 若 它 是 缓 变 的 以 及 存在 
常数 Ci ,No, 使 得 对 于 所 有 的 X,Y,TER2” 有 下 面 的 估计 式 ; 
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gy (D S Gg, CD g2X — TY, (5.1.19) 
称 g 的 一 个 权 函 数 m RAR, EA 
mY) x; CimXO OL c gs (X—Y))™. (5. 1. 20) 


由 定义 立即 可 以 导出 下 列 估计 式 : 若 g 是 缓 增 的 , 则 有 
gx(T)SC gy T) gg (X—-Y)) ^, (5.1.21) 
1 gg(X—Y)«O (1 gt (X-Y)) S, (5.1.22) 
AQQOSOA,UO (GS gz(X—Y)), (5.1.23) 

由 (5. 1.21) 又 可 以 证 明 若 m 是 缓 增 的 , 则 1 fr 也 是 缓 增 的 . 


5.2 软禁 估计 (Confinement) 


现在 研究 在 前 一 节 中 引入 的 象征 , 以 及 由 它们 所 定义 的 拟 微 分 
算 子 . acg (RY), 其 中 RX 二 RXR:， 则 我 们 可 以 定义 一 个 从 
Y(R’) 到 S (ROBERT a*, 称 为 a 的 Weyl 量子 化 : 

(a*u)(x) = (2x) "|e aE, u(y)dydé (5.2.1) 
这 当然 是 在 分 布 的 意义 下 定义 的 , 即 ; 对 于 u,vE€ V (R), 

《au ,Vv) 一 Cr)" [| 7*2 X £)u( y)v( x) dxdyde. 

所 以 a* 的 Schwartz 核 为 
K(z,y) = (2x) [e 7 * (522, 6)de, (5.2.2) 


或 者 
K(x+t/2,x—t/2) = (227 fet ale, e. 
再 作 Fourier 逆 变 换 就 得 到 
a(z,£) = [KG ima - t/2)e "dt. — (5.2.3) 


对 于 “好 ”的 函数 (例如 9(R”) 中 的 元 ), 我 们 定义 下 面 的 复合 律 # : 
a" » b" = (a # b)". (5.2.4) 
首先 有 下 面 的 命题 : 
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命题 5.2.1 fik aia; EFRY). RUE 
(ast b) CX) = exp(i/2a(Ds, ,Dx, ))aCX))0(X2) lx, -x- x,» 
(5.2. 5) 
这 里 exp(i/ 2e(Dy, ,Dx,)} 是 R" 上 的 拟 微分 算 子 ,其 象征 为 exp{i/ 
208 ,BS )}. 


证 根据 定义 , 对 于 wE F(R") 有 
Gru) (2) = Guy" [| (E3296 «Gn dyde, 


(a* o ru) Go) = Gy" f «35.09 32.0 


. emant u( y) dydrdzdt. 
因此 a* .or 的 Schwartz 核 为 


Gy [ a(X + 252176: i Y cec bor»? dededr. 
再 由 公式 (5. 2.3) 就 有 
(at b) Cx ,£) =x)” e HHE. 


“b(t EL ,erdidrdzdt, 


其 中 
—(0r— t — LIN 
E —(x zc zc.) 《人 


=(r— z+ 5,8) + (z= r+ E). 


将 上 式 中 的 £76, c7—6,(z— c t/2) /2,(z 一 x 一 /2) /2 换 成 新 的 变 
量 Cc zt. 这 一 变换 的 Jacobi 行列 式 为 2”, 因此 得 到 下 面 的 式 子 ， 


Ca#5)(z,6) — G [Ja e t Db eee 0 
gi 60:0:9 dtdcdzdt, (5.2.6) 
再 令 (z 十 zx, 上 6 人 一 Y 一 (y,7)，(z 二 te 二 r) 一 Z， 最 后 就 得 到 
(astb)(X) = G7 [soon e som dYdZ. 
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由 于 Fenr ueni 0^. KRE expl —2io(Y — X, ,Z— X) fF 
为 Re 上 的 Schwartz E, 则 它 对 应 的 拟 微分 算 子 为 
expl ic(Dx, ,Dx, )/2}, 
这 就 证 明了 (5. 2. 5). 我 们 将 经 常 使 用 它 的 等 价 式 子 (5. 2. 6). 
从 (5.2.6) 可 以 看 出 复合 运算 # 不 是 一 个 局 部 性 的 运算 . 因此 
如 同 对 经 典 的 拟 微分 算 子 一 样 , 对 于 “好 ”的 象征 我 们 给 出 另 一 种 运 
AF, 即 所 谓 渐 近 运 算 . 


(a FDX) = Sge) oo| . (5.2.7) 


因此 有 a Rosa: btala b)+, TUUS ERURERUOS 


wnla,b)(X) = M i(sOP2Y.ooso| .. 2.8) 


OSj<N 2 
下 面 估计 a 站 5 与 a Fo 的 部 分 和 的 差 ， 从 而 给 出 相应 的 象征 运 
算 . 我 们 先 研究 常 值 度量 的 情况 . 
定义 5.2.2 MEg R” L-MEZZ, gg, aE 
C= CR” ) 以 及 口 为 R” 的 开 集 . 我 们 称 a 是 g- 软 禁 于 U 上 的 , 车 任 
Sk NEN, 存在 Ci,n 使 得 对 于 所 有 的 XEU, Ty T, RUP 
| (a9 CD, TI ODT,) | 
k 
«Cx[[scro*a-e-sgcx-u», (5.2.9) 


其 中 g'OX —UD = inf ec. 
可 以 证 明 g 软禁 的 象征 的 集合 即 为 通常 的 急 减 函 数 空间 % 但 
是 我 们 赋 a 以 下 面 的 “软禁 半 范 ”: 
la zx =, ,sup, (1 (ee 00. 9G Te) I 


e HH eC" ^Q (X - U^ ), (5.2.10) 


l a l$” = max lall ER. (5.2.11) 
注 在 后 面 的 具体 应 用 中 , 度量 都 是 变 系 数 的 . 因此 需要 特别 
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地 重视 所 得 到 的 估计 是 否 与 度量 无 关 . 
现在 当 gi ,gs 是 R”" 上 的 两 个 正定 二 次 型 时 , 我 们 定义 其 调和 
中 值 为 

gf 人 8 一 (atey. (5.2.12) 

则 这 也 是 一 个 正定 二 次 型 . 首先 有 
(gr Agi)(T)=2 inf (gi CR): (072)].— (5.2.13) 
我 们 就 最 简单 的 情况 说 明 一 下 , 详细 的 证 明 请 读者 自己 补 上 . 设 
gi OG) mAU, gu) AC , 则 有 gg? (ài C. ez (0) A CLIMA 

gi Agi (1) 22t /(a tà), 因此 有 
min (+)= min (£0 Ot ) 


ttt mt À2 Ài às 
tà; — ? tÀ» ? 
E x) ex) 
ài Àz 
= 
= 元 二， (5. 2. 14) 


这 就 是 (5. 2. 13). 调和 中 值 还 有 下 面 的 基本 性 质 : 
{ 
gi ^Ag2B8B. Agi sg. 
事实 上 由 定义 立即 有 


"(T)— 2 c( T,W)* 
gi A g(T)= 2 sub DW LOW) 


c( T,W)? 
s? wao gi(W) 
关于 第 二 个 式 子 , 利用 (5. 2. 13) 有 
g1 ^ g(T)—2 inf. (CT) + gi(T)| 


(5: 2.15) 


= 28;(T). 


之 2 in. le (Ti) 十 人 (CT 


T+ 


=K AgO)-g(T). 
此 外 还 有 下 面 的 中 值 公式 ， 
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2g1 (X — X) 2g (X — X2) 
= gi A^ g; (Xi — X2) t 2Cg5 t e) (X — X35). 
(5. 2.16) 
其 中 Xi* 是 上 式 左边 的 二 次 型 达到 极 小 值 的 点 . 因为 g1(X— Xi) 9 
gi (XI 一 X)， 以 及 上 式 的 左边 是 两 个 正定 二 次 型 的 和 , 因此 关于 X 
的 极 小 点 是 存在 的 , 而 且 等 于 右边 的 第 一 项 ( 即 (5.2.13)). 记 此 极 
值 点 为 X1.;, 并 用 Taylor 公式 , 有 
2g; (X — Xi) FE 2g; (X — X3) = gi ^ gi( Xi — X) 
t 2i (Gs — X))'.(X — X13) 
Tt 2G: 一 X:)) ,(X 一 Xi5)) 
+ Ga OG — X) (X — Xi) 
TG OG  — XY. - Xi). 
因为 gi. 82 为 二 次 型 , 所 以 Taylor 展开 式 至 此 截止 . 但 是 X1,s 为 极 
值 点 ， 所 以 (时 (Xi 一 Xi)) +(X X) =0, 又 
(Gt CX a 一 X))) (X — Xi 2)) 一 281(X 一 Xiz), 
(Gg (Xiz = X:)), (X — Xi ») 一 283(X — Xi ). 
这 就 证 明了 (5. 2. 16). 
引 理 5.2.3 设 4 是 一 个 g- 软 禁 于 Uo (以 0 为 心 、1 为 半径 的 
8- 球 ) 上 的 象征 . 则 任 给 sE (0,1)， 我 们 有 


aOD =f az(X) | g 172dZ， (5. 2. 17) 
D.1+e 
其 中 az 是 g- 软 禁 于 Uz,, 上 的 ,而且 满 足下 面 的 估计 : 
ll az IET < CCo m. lal £^. (5. 2. 18) 


这 里 |g| 表 示 二 次 型 g 的 行列 式 . 必须 特别 指出 1g| 是 辛 变换 下 的 不 
变量 . 
证 设 xECF([ 一 1,1]), 满足 | ,x(| Z1*)dzZ -1, 因此 有 
a(X) = [a(X) | g ledy, 
其 中 
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ay(X) = &*'y (e? g( X — Y))a(X). 

因为 g 是 一 个 正定 二 次 型 , 所 以 存在 一 个 线性 变换 使 得 e (X — Y) 

一 |21: ,而 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 等 于 1gh2. S DL ay 的 支 集 为 
Ur., ARIES k, N,N “有 下 面 的 估计 式 : 
ll ay IER CR, ne) ll a M TS 


-(1- min g'(S—T)) "^. (5.2.19) 
SEU, i T€U, , 


此 式 可 以 从 软禁 半 范 的 定义 直接 导出 . 
现在 对 于 YER”, 记 (Y)E U4 为 满足 下 式 的 点 
g(Y —IL(Y)) 一 g (Y — Usir). 
34 XE supp ay C Uy, BE, RITA g'CX Uno S g' (XU). 
因此 ay 在 Un o. E RU SK BE SE fu] DA FG Uo.: 上 的 半 范 来 控制 ， 
而 由 (5. 2. 19) 可 以 得 出 下 面 的 估计 
lay lE CC nue) la ll Ee 

- (u Tg(Y—U))"^. (5. 2. 20) 

现在 令 
az(X) = far (X) "xe &(Z — ILQ0)) | g "a, 
(5. 2. 21) 
则 再 一 次 的 有 
a(X) = faz(X) | g 2d2 
显然 当 ZF U4 时 , az(X)=0, 所 以 上 面 的 积分 区 域 为 Uo i4z.. 
另 一 方面 , 对 于 g(Z— IL (Y))&e , 在 Uz ,上 的 软禁 半 范 能 由 相应 
的 Uno,: 上 的 软禁 半 范 来 控制 , 因此 利用 get, (5. 2. 20) 和 
(5.2.21). 我 们 有 
| az Il E” <C(k,n,e) | a | Dd 
M fa + g(Y—U,uas)) ^ ^ | g |^ gy. 

Hy N'—2n--1, 则 上 面 的 积分 是 收敛 的 , BES g 无 关 的 常数 .这 
就 证 明了 引 理 . 


235 


mumami2Á1r:3 EXEEGNEXNENECEECNEENF NES 人 


引 理 5.2.4 设 GSg 是 R”* 上 的 两 个 正定 二 次 型 . a 是 一 个 g- 
软禁 于 g- 球 口上 的 象征 , 则 a 也 G- 软 禁 于 CG- 球 V 上 (与 U 的 中 心 
和 半径 都 相同 ), 而 且 有 下 面 的 估计 式 

la ll EN s e^" lal ex: (5. 2. 22) 
RP o= max Cg D/G). 
TER 


注意 到 asco G, g 2e e, VA UCV, 则 引 理 可 以 从 软禁 半 
范 的 定义 直接 导出 . 
下 面 的 定理 是 这 一 节 的 主要 定理 ， 它 表明 a da. 有 机 地 结合 
T ai 和 as 的 软禁 性 质 . 
定理 5.2.5 假设 gj(j 二 1,2) 是 Rw” 上 的 两 个 正定 二 次 型 ， 满 
足 条 件 gj 三 gi. 设 a) 是 软禁 于 gj- 球 Uj( 半 径 人 1) 上 的 象征 . 则 任 
Hk fel, 我 们 有 
| ai Ha)? , T9) | 
s A, (g, t go OD + (gt A gDOX — UD 
cO AgDOXOX—-UDY", (5. 2. 23) 
其 中 
A = CG,n,Dl a | $! n n ll as |l M un 
T9 &i T4 lS AEX*. 
在 具体 应 用 中 , 我 们 经 常 需 估计 其 软禁 半 范 , 所 以 给 出 下 面 两 
个 推论 : 
推论 5.2.6 48 pN, E q= pN), C= 二 CC(p,N) 使 得 当 
aisa 满足 定理 5.2.5 的 条 件 时 ， 有 | 
la; £a; rem 十 |a a; Il 27777 
«Cla lf" la E 
c GL A go) UD). (5. 2. 24) 
利用 三 角形 不 等 式 
g A^ gU; - Ui)" 
« g A^ gX—U)" cg AgX-U)'^. 
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(5. 2. 24) 是 (5. 2. 23) 的 直接 推论 . 
推论 5.2.7 假设 gj,Uj,aj(j 二 1,2) 如 同 定理 5.2.5 中 的 一 
样 ， b 外 假设 Bg 以 及 U, U: 同心 . 则 任 给 pEN, 存在 C.q 
使 得 
la stas l7 十 lata lle” Cha lt la f^. 
(5.2.25) 
由 于 ame. (5.2.15), 有 gi ^as es. 因此 , 由 (5. 2. 24) 
直接 导出 (5. 2. 25). 
定理 5.2.5 之 证 明 根据 g; 的 定义 ,可 以 选取 0= 0.x ER” 
PE g, (0) 711A o(06, Y: — X) — az (Yvi 一 X) ,因此 , EREN, 
有 
CI, D, ) 十 1)5e fm o» 
— e PY Y) (1 +g (Yı — Xy” y. 
因此 
e P700 X,Y 和 ) 一 (1 + gi(Yi — X)'^ )* 
. (1 十 I.D,, )e 9x». 
而 另 一 方面 
(a a) 07 [e moa (Y, Jas (Y2)2” dY, dY». 
因此 
(a) (W= fa Y D af ro) aber n 37) 
» e «Y, -XOX,-3) 2^gdY, dY;. 
其 中 aj? (Y) 2 Ci (a? (Y2) 09) , 因此 任 给 上 ,k,N, 我 们 有 
| (ai $a: ) CX) «| Il Ul il 9.5 (1 teg —U))y ^^? 
: (1 t gz (Yi! m X)y'^ il a2 li k, N 
e (1+ g; (Y: —U:)) 7 27" ay, dY,. 
由 于 
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+g (Yı — Ui ))5 ^ (4 + gi(Y, — X))^^ 
> 02 gr (FU) d gi (Y, — X))5^ 
mf^5/(dcgAGRO-U)h^^, 
取 上 面 两 式 右边 的 极 小 值 , 我 们 得 到 : 任 给 kEN 有 
| (ai# 4a)(X) | < Ck,n) lai ore || az os 
Oc et A gsC(X —UD) c gi A gi(X —U)) *^. 
这 就 证 明了 定理 中 /=0 的 情况 . 34 LlB], 我 们 仅 需 利用 
D(aitb)-—(Da)stó-cas(Db), 
这 里 D 是 任意 的 方向 微分 , 即 可 最 后 证 明定 理 5. 2. 5. 
命题 5.2.8 Biasa: 满足 定理 5.2.5 的 条 件 . W a d as 的 
部 分 和 的 余 项 为 
R, Cai da) 一 ai d$ as — w, Ca saz). 
则 R, Caisa) RA F AEN: 任 给 ,IEN， 有 
| CR, Car sa)? CX), TO | SAs, Aves (C Heg TF 
。 dg Agi X—U Dtg Ag XU) "7, 
其 中 


(Ee) cim] 


人 ,> — inf 
了 兴 0 


Ani 一 CGO L9) M ai M rane, ll as Mte 
(5. 2. 26) 
由 此 命题 , $ bk, RITA 
| (a #as)(X) IS Ila llos Ila ll pn TA 


eHe A gs(X—0)) "0 e eos -a 


- (1+ g3 (Y; — U:)) "^ dY, dY. 

另 一 方面 , 我 们 已 知 gg, Uz 的 g,- 半 径 信 1, 因此 利用 关于 
lg, | 的 三 角形 不 等 式 可 知 , Æ X, 是 Us 的 中 心 , 则 任 给 Yi EU。 有 
l-Fg,(Y, 一 X) 过 1 十 2g(Y: — Y7) -2g, (Y — X5) 

« 3- 2g; (Y; — Y). 
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因此 17r g, (Y; — XS) 3(1 t g; (Y? —U2)). 由 此 导出 
Cai da) CX) | CO, NR, 5) lai D 0.5 ll az Il kN 
Og Ag (XU) ^^ 


-tgs =x *^ ae or x) av. av. 


现在 取 心 二 六 一 22 十 1， 由 于 1g: | dez] 二 1， 上 式 中 的 积分 收敛 ， 
且 是 一 个 仅 依赖 于 的 常数 .因此 这 就 证 明了 对 于 所 有 的 € N, 
有 
| (a#as)(X) IKC n) lH ai I 0.4 || az || mite zei 
Atg AO -U) ^^. 
同样 的 方法 可 以 得 到 
| Car #az)(X) [COR , N) [| as Il 0k, ll as db ore 
Oc gi A g(X—U)) ^, 
注 类似 于 推论 5. 2.6, 由 命题 5. 2. 8 可 以 得 到 下 面 的 估计 式 : 
任 给 p,N,v, 有 
| R Cai az) E2797 十 ER Capa) p 


< Cp, N») lla M xo las META, 
“Ai2 (1l+ gi A gg (U; —U)) ^. (5. 2. 27) 


命题 $. 2. 8 之 证 明 首先 有 (Y,2Z) 一 (Z,oy), Epl, ) 是 
R” 与 它 的 对 偶 空间 R2” 的 对 偶 积 . 这 里 符号 o 同时 表示 辛 变换 和 辛 
AR. 因此 由 (ai # az ) 的 公式 (5.2.6)， 有 


(a, £a)(X) = a (XC o! R)e 9a, (E)dR. (5.2.28) 
这 只 是 在 (5. 2.6) 中 令 2o(Y — X) -E BUR]. 现在 对 于 a l'E Taylor 
展 


F: 

一 p lazy lago (waa 

(a Had = 3 P Qo [Gre &y Té 92, (Bda 
1 (1—0)”! 


yr jan (x + Sa Ge area. coda. 


因此 
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R,(a ,a3 ) CX) 


- [ Gar fuoco casn caos 
ee POLUM a, (Y )2” dY, dY; d6. 

同 定理 5. 2. 5 的 证 明 一 样 , HX T= Ty, s Etg CT) —1, 以 及 

c(T, Yi — X) — g; (Ys — X)'"^ , MEA kEN 有 


(1 +e (Y, — X) ^y (cr, Dr, ) 十 1)e9mx»» 
mee XX, 
因此 由 软禁 半 范 的 定义 ， 有 
[Rta a) Q0 [e | [| EER as a 


‘(1 +g (X E (Y. — X) - Ui )) ^^ 

, g (Yi — Xy^ ll az ll aNn(l ct gi (Yi — X)) 

- (1+ gz (Y; —U,)) "^72?" dy, dY, dé. 
HT6€[0,1], 以 及 g; 是 二 次 齐 次 函数 ,因此 gi (Yi — X) — 
g((Y, — X)). 4 kh tkt, No 2n 15k , 则 有 

Ras a) COO) < | [[ 9 mnn da Mns 
e (1+gi Ag; (X—U, )^ PA l az |l kj Hk, +v, 2n+1 
- (IF gz(Yi — X)) 5^ 
- (2 gi (Y, —U,))- 9*9? dy, dY, dé. 
然后 完全 同 定 理 5.2.5 一 样 ， 可 以 证 明 当 7— 0 时 命题 是 成 立 的 . 
L1 时 的 证 明 也 是 完全 类 似 的 . 

我 们 现在 研究 Weyl 运算 与 经 典 的 拟 微 分 运算 之 间 的 关系 . 如 
同 在 (5.2.1) 中 一 样 , 对 于 a€ R”), 我 们 可 以 定义 一 个 拟 微 分 
算 子 a(r,D)79 

a(z,D)u(z) = (22) "|az, dee «(dde (5.2. 29) 
这 是 一 个 从 AROE Y'(R") 的 连续 映射 ECT E, alr, Df 
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S39 3-79 
üCGr.D)u(a) = x" [a(y.0e7 u(y)dyd&. (5.2.30) 


这 也 是 一 个 从 Y (R')8] 9^ ROER BS. 
定理 5.2.9 设 ab,cEYCRXY), 则 aCr,D) 二 0 (Xx,1D))=c(x, 
D, S B. 
| blr, E = e V? DoD alr, E) = e" D. De c( x,£), 
aCr,£) = e Pri pr, E) = e PaPe elr, E), (5. 2. 31) 
| cGr,£) = ei DD alr) = e "D De br E). 
VAA E aC. Debr, D) =c, D), Rj 
cGr,£) 一 EPE alr, Dp loop. (5.2.32) 
定理 的 结论 对 于 SGCm,g) 中 的 元 也 成 立 . 
证 设 天 和 9Y(R2) 是 wa(z,D) 的 Schwartz 核 ， 则 


K(x.y)— (22) [e a Cx, £)d£. 


由 于 alr, D) —0*(x,D), 因此 它们 的 Schwartz 核 是 相等 的 ,由 
(5.2.3) 有 


blr, E) = fke r/2,x — t /2)e t di 
一 Qr) [ats 十 1/2 eire? dydt 


= wfe Tte y) eher? dgdt 

= eb) a(x £), 
这 里 (mx "eU? )-—e 00 ,因此 上 面 的 卷 积 定义 了 相应 的 拟 微分 
$T. 这 就 证 明了 (5. 2. 31) 的 第 一 个 式 子 . 其 他 的 证 明 是 类 似 的 . 

关于 (5. 2. 32), 我 们 记 a(z, D) a" (x, D), b(x,D) —b* (x, D). 

则 由 (5. 2. 31) 8 

a(x,£) = e ?Dr De a(x, £) 

b(z,£) = ep pe b( x,€). 


BEE , B (ax, D) =a" eb", ME 


e 


241 


Amo 27 RS ib OENXIEEGENEOCHEXNCNE GN.NWEE3 


c(x,£) — (astb) x, 8) 


i/2t (De.D, (D, .D,)) 


=e a(x,£)b(y,q) IPTE 
因此 

c(x,£) = e P Pe c( x. £) = Fale, bly, leao. 
其 中 

E= (Dx + Dy ,D: + D) + (De, Dy) 
— (Dx ,D,) — (Dx ,D:) — (Dv, D) 
一 (D: Dr), 

这 就 证 明了 (5. 2. 32). 

id J'a (x,£) -e"?^"* a(x,&), ， 则 en 是 9G(R2”) 上 的 一 个 算 
子 半 群 , 我 们 有 下 面 的 软禁 估计 : 

命题 5.2.10 ik g £ R"—R'XRL 上 的 一 个 正定 二 次 型 ，g 云 
g AA gG.D-—gG.,--D,itac C^ (RU) —A- g-KAX T —MX 
径 rx.l 的 g- 球 上 的 象征 ， 则 任 给 p,vEN， 存在 CCp,v),g(p,v)， 
METNE: Z: 


l| J'a — 3 GKD Do»/a/j! lf" 


Oxjes 


<C |l a l EATA H t Dr, (5. 2. 33) 

其 中 a= inf (g CD/gCD'^. 
证 为 了 简化 证 明 , 我 们 将 上 式 左边 的 软禁 球 的 半径 适当 放大 

为 +r' 二 V2r, 另 一 方面 , 由 于 g(x,£) ^ g(x,—6), XE R 上 的 一 个 
线性 变换 及 由 它 导出 的 R” 上 的 仿 射 辛 变换 ,可 以 设 

g= AC + dg), 
而 由 gg" Ei h<l, 记 7Y= Dodi 29 R' 上 的 二 次 型 ， 则 
y'— Mh; daj, HEX 

J'a(x,£) = [e*t aly, p dydg Itl. 

则 任 给 k， 有 下 面 的 恒等式 
242 


一 9598 非 齐 性 空间 上 的 拟 微 分 算 子 


(1 十 2j Ch; (x; — y) D; Je onre 
j=l 


= (1 + Seas (x; — y; )e'onre, 
因此 关于 了 分 部 积分 ,立即 有 
| J'aG,8 IKC |O Here ye Ma Mes 


e (1+ g'CGr 9) - U)) "7" dydy. 
ik V.W 分 别 是 RA R 中 半径 为 > 的 7 球 , 取 k=N=l 十 n 十 1 则 有 


| J'ar, 8 IKC Ha larf A Hya 3))^ 


(1 y*(y — VPA Hya — y)) "n^ 
- (1 y*(9— W)) "dydy. 
BT 
Gcr yt(z— y)" Ot yY'(y-V))^ ZG (c (xr—V))®, 
以 及 
Ayaq W)) "9^ < CA y) 79^, 
我 们 就 证 明了 , 任 给 LEN 有 
{Ja(x,é) I C ll a ll esa Oo Y*(x — V)) ^. 
对 变量 x 作 同 样 的 推理 , 可 得 到 类 似 的 估计 . 由 于 VCOOW CU. Ed 
此 我 们 就 证 明了 当 v=0 时 (5. 2. 33) 在 半径 为 的 g- 球 上 成 立 (关于 
其 微分 的 估计 ,只 要 注意 到 J' 与 微分 算 子 可 交换 即 可 ). 
对 于 v 之 1, 利用 J 的 Taylor RA, 以 及 v==0 时 已 有 的 关于 J* 
的 估计 式 ， 就 可 以 同 命题 5.2.8 一 样 完 成 现在 的 证 明 . 


5.3 单位 分 解 和 对 称 缓 增 


由 于 在 一 些 情况 下 , 我 们 将 在 RP 的 某 个子 集 2 上 考虑 问题 ， 
因此 给 出 下 面 的 对 称 缓 增 的 概念 . 另 一 方面 , 在 前 一 节 我 们 已 经 看 
天 软禁 于 一 个 球 上 的 象征 有 很 好 的 性 质 , 因此 我 们 希望 将 Sm, g) 
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中 的 元 都 分 解 成 这 样 的 软禁 象征 的 和 , 本 节 就 来 研究 这 些 问 题 . 
设 QCR” 是 一 个 开 集 , g 为 Q 上 的 一 个 缓 变 的 度量 ， 满足 
gxg&. 定义 以 XEQ 为 中 心 , -为 半径 的 g- 球 为 
Ux, iY;g,(Y—-X)«r!. (5. 3. 1) 
Wk Q 的 一 个 开 集 为 一 个 g- 锥 , 若 对 于 某 个 固定 的 1290, 它 是 半径 为 
r 的 g- 球 的 并 . 
例 ik gSde tlel de, 则 R” 中 的 g- 锥 是 形 如 w X D JF 
E, 这 里 w 是 R" 的 一 个 开 集 ,本 是 R" 的 一 个 光 疹 的 锥 . 
设 V 是 0 的 开 子 集 . 记 
V, = {XE V; Ux, CV], 
V'ccVedgr»0,V'cv. (5.3.2) 
定义 5.3.1 (对 称 缓 增 ) 称 Q 上 的 度量 g 是 对 称 缓 增 的 ， 若 存 
EC N, 使 得 : VX,YEQ，VTER2" 有 
gy(T) LGe DA +ga OX — Y), (5.3. 3) 
其 中 
gxY = EX A Ey 一 (tey, 
对 称 缓 增 是 一 个 比 缓 增 更 强 的 概念 . 但 是 在 2S R” aAA 
概念 是 等 价 的 . 因为 由 gy 的 定义 , 存在 ZER” fE 
gy CX — Y) — 2(g3 CX — Z) t gY — 2)). 
因此 , Æ g 在 R” 上 是 缓 增 的 ， DU 


gy) » N, 
EC « CQ gr 2), 


以 及 
gz(*) 
gx C) 
由 这 两 个 式 子 就 可 以 导出 (5. 3. 3). BÆ QÆR” i}, 上面 的 Z 不 
一 定 在 Q 中 . 因此 , 一 般 来 说 对 称 缓 增 比 缓 增 要 强 . 
定理 $.3.2 (连续 单位 分 解 ) 假设 0 是 R”" 的 一 个 开 集 ， 对 于 
O«r«r', 设 Q, 和 (0, 是 (5. 3.2) 中 定义 的 开 集 .那么 存在 一 个 在 


C+g(Z— X))^. 
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S(1,g) 中 一 臻 有 界 的 象征 族 {gpy)yen， 其 支 集 包含 在 球 Uy,; 中 ， 使 
得 我 们 有 
| 9v | gy ] ^ dY —1, 4&0... (5.3. 4) 
注 这 里 1py | 在 S(1,g) 中 一 致 有 界 是 指 : VAEN 有 
p LPO NOOT] cy o 
Theta Ico 
证 设 ;一 x,(s) 是 一 个 单调 下 降 的 C" 函数 . 当 s<17/2 Ht, 
y. C271, 当 s>1 HF y,G)—0. 4 
TOC.) = [Las Gs OC Y) | ay |'^dY., 
RoBoxCc'. 很 容易 验证 存在 常数 Lo 以 及 C (EIRT Co, 


r,r',0), 使 得 
VX€Q,, I(X,92zLo; (5.3. 8) 


vxeo, Iq9(X,; TO OTAS G] Jar". 


(5.3.6) 
我 们 验证 一 下 &= 一 1 和 AR 一 2 的 情况 : 


qr G3), T) 87 f x? G7 e (OC Y 


° (axgy (X—Y),T)|gy |'^dy. 


由 于 

I2xg, CX — Y), T) | & (X — YY ^ gy (D^, 
EUROS 8 e OCC Y) 1 B P G7 gs (XC Y) 70. 因此 

|a oc, D | 

«o^ g^ [ali (7 e Gr 7 Y | Las Dav 

< Gas (T^. 
Y=, RER 

| Ge (C7 Y) Q Te) |< Cg CT ^ s CT 
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即 可 . 而 当 kz3Hjoxg,(X—Y)e 0. 这 就 完全 证 明了 (5. 3. 6). 
另 一 方面 , 利用 度量 g 的 缓 变性 , 对 于 充分 小 的 6 我 们 有 
Uys N OAOYED,; (5.3.7) 
Y E Qr => Uy CR. (5.3.8) 
现在 令 e, X — (G0)! 3, (7 g (X—Y)), 则 有 
supp ey C IX; gy(X —Y) <ð = Uy ;. 

而 {fewrjveao 在 S(1,g) 中 的 一 致 有 界 性 则 由 (5. 3. 6) 直 接 给 出 ,同时 ， 
M XEQ, 时 有 


| e«OO Las ledy 


= FOX | x.G gy CX — Y)) | gy |! dY, 


HT XEU NR > YEN, 上 面 的 存 Q… 上 积分 等 于 其 在 Q 上 的 
Fi. 因此 上 式 的 右 端 志 1. 这 就 证 明了 定理 5. 3. 2. 

这 一 单位 分 解 与 前 面 的 离散 单位 分 解 有 同样 的 作用 . 例如 , 若 
a€S(1,g,0), suppa C Qr (r0), $ ay—a * yy, 则 有 


a = far |a, |'^av, (5.3.9) 


mH {avi E S(1,g 0) rn — SUB FR. 以 及 supp ay CU,. 

我 们 还 要 经 常用 到 上 述 结论 的 逆 命 题 ， 其 证 明 是 类 似 的 . 

引 理 5.3.3 假设 0<r<r , UAE S>, 使 得 对 于 SCI Td 
任意 一 个 一 致 有 界 的 族 {av yen: E ay € SCl,g,2, supp ay C Uy,,, 
则 函数 


alx) =Í ay OO | gy | "*dY 
0; 


AT SOA, g: MAA suppa C (4. 
对 于 a€ V (R"), 我 们 使 用 下 面 的 软禁 半 范 
lal. lal. (5. 3. 10) 
对 于 X,YEQ,, id 
8,CX,Y)—1-cinflgz, (X —Y'), X'€Us,, Y EU,y,|. 
(5.3.11) 
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A EDI E o, 类 似 于 0 上 的 一 个 “距离 ”. 它 也 将 起 到 类 似 于 距离 
的 作用 . 

下 面 的 定理 是 Wey 运算 中 的 一 个 关键 的 定理 , 它 证 明了 若 两 
个 象征 分 别 软禁 于 了 和 2 附近 , 则 它们 的 复合 可 以 同时 软禁 于 这 两 
点 的 附近 . 而 且 其 软禁 半 范 以 SIY,Z) 的 任意 阶 寡 下 降 . 

定理 5.3.4 (双重 软禁 定理 ) ”假设 g 是 定义 于 (2 上 的 一 个 缓 
变 、 对 称 缓 增 以 及 满足 测 不 准 原理 的 度量 , 则 YPp,N,v，q,C CX 
依赖 于 缓 变 、 缓 增 常数 以 及 p N,v), 使 得 对 于 任意 的 a,bE 
S (RO, rO, Y, Zen. 我 们 有 下 面 的 估计 
agb 3 (se Ds Do) cenas. 


Eae 


<S Cla llay lb llay Ae. 65.3.12) 
证 ”我们 现在 利用 5.2 节 的 结论 , Bitr CS. BT g 是 缓 
变 的 ， i ”也 是 组 变 的 ， 因此 当 Y EUr., Z EUZ Hl, e22 Cs gv, 
822 . 因此 
AO 2e (1 + inf gg; (Y' — Z')) S 
2 (1 +inf gpz (Y' - Z))* CN 


-1 ~N- BYM 7 E&Y (T) 
20 GG PO 


这 就 证 明了 
M gy (T) 
gz(T) ^ 
利用 命题 5 2, 8 BLRC. 2.27) 对 任意 的 N 有 
| R, (a, 6) | YY 


„Uy, zUz, 
x CCo, Nal Zex lH 5l ue 


«C, C» *? 8 (Y , Z) Ns, (5. 3. 13) 


. 1 gz(T) 73 a s —— =N’ 
(int etm) (十 如 A gs(Uy, —Uz,)Y. 


现在 6.(Y — Z) 1 e$ A gz(Uy., 一 Uz.,) 以 及 
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eD gD + gr.z(Y — 2), 
(gy + gj CT) 2€ gy CT) (0 - go. (Y — Z)) ™. 
将 左边 的 gy 十 gz 用 gy 代替 ， 则 右边 多 出 一 个 因子 5 (Y Z) v^. 
这 就 得 到 了 
| R, (a,b) PN 
过 clay bolaz A Orar A, 
其 中 C=C(p,v,N NCC. 因此 , RN'—N--NGdT»/28k 
可 以 得 到 (5. 3. 12). 
关于 函数 6.(Y,Z), 我 们 有 下 面 的 结果 
定理 5.3.5 存在 常数 Ni Ni CC Cro， 它 们 仅 依 赖 于 组 
变 常 数 Co 、 缓 增 常 数 C 和 No, 使 得 我 们 有 
sup T 8,(X,Y) M Jg | dY SC, 6.3.14) 


xen, xn 
以 及 
rxDr4gyQ-—-X0 m5 
ACD AY) x Cur? 86, CX YO. (5. 3. 18) 
证 (E46 X,.Y€ Q., 由 三 角形 不 等 式 以 及 (5. 3. 13) ， 任 给 X, 
Y.,T8 
1-F gy (X — Y) SAU +t g, X — X ) t a, (X. — T) 
c gx(T— Y) t gx(Y' - Y)) 
«AQ t gx (X — X) 
T gx (OX — T) E gt (T — Y?) 
t gy (Y' - Y)GPT 5, (X — Y), 
现 对 X EUs, YEUy,, 以 及 TER” 取 极 小 值 , 并且 利 用 
gy (X! — Y) = 2inflgg(X' — D)  g(T -Y?)], 
可 以 得 到 
1 g,(X — Y)« GC" 8,(X, Y) (8r? -9,(X,Y)) 
«OG CPU S,(X, Y). 
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同样 的 , 利用 (5. 3. 13) 可 以 得 到 
le [7^ < lex 73, (X, Y) (GC n. 
因此 
(1+gx(X—Y))™ | g, |? 
< Có, (X , Y ) Not Cree, ley |. 
取 N,Z(n 1)(NS 1). nN, 即 可 得 到 (5. 3. 14). 
关于 (5. 3.15), 首先 , 存在 X ,Y',Z 使 得 
6,(X,Y) — 1-2g5(X' — Z) - 2g; (Y! — Z^). 
因此 , 由 的 定义 以 及 (5. 3. 13), 
ACXY g (X! — Y) < gx (OX! — Y?) 
< 283 (X! — Z') c 2g (Z' — Y’) 
< GG, (Y X) Qai (XC — Z') E 29$(Z' - Y) 
« CCS 8, (X Y) Nn. 
这 里 我 们 利用 了 (5. 3.13) 的 另外 一 种 形式 : 
gxCT) 
gr CT) 
现在 取 C, 充分 大 ( 比 Co K), 使 得 当 g (X Y) Cn, X'€Us,, 
Y' EUy, 时 , 有 gx(X’ Y ) 之 .这 就 导出 了 
A,CX) S Ci r78, (X,Y)™. 
关于 Ms(Y) 的 估计 式 , 可 由 (5. 3. 13) 的 推论 式 


1 (Y) . 
Ness C8,( X, Y)^ (5. 3. 16) 


< (X, Y) SGO”. 


导出 . 
5.4 象征 运算 


我 们 现在 研究 算 子 的 象征 运算 . 假设 g 是 定义 在 QCR” 上 的 
一 个 缓 变 、 缓 增 以 及 满足 测 不 准 原理 的 度量 . 称 mx(X) 为 g 的 一 个 
允许 权 函 数 , 若 它 关于 g 是 缓 变 的 , 以 及 下 面 意义 下 是 缓 增 的 : F 
在 C, N 使 得 任 给 X,YEQ, 有 
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mY) C+ gr (X - Y). (5.4.1) 


利用 上 一 节 的 结果 我 们 立即 可 以 得 到 
sup A< Ca, (X,Y)™; (5.4.2) 
NEUES Ca. (X Y) ; (5.4.3) 
ES Có, (X, Y)*. (5. 4. 4) 


由 于 存在 X“ ,Y“ ,2 使 得 
6,.(X,Y)=1+2g%(X’—2)+2g:(Y'—2), 
因此 对 于 固定 的 T; ER”, gx (T) 以 及 XAs(X)' 都 是 g 的 允许 权 函 
数 . y(X) 三 lo(X,T)| 十 gx CT)!" EE g 的 一 个 允许 权 函 数 . u E 

REREN, 今 证 六 适合 (5.4.1). 事实 上 
le(X, To)| = |(X,oT,)| 
= |o(Y,T,) + (X—Y,oT,)| 
< |c(Y,To)|+ lo(X—Y,T,)| 
< lol(Y,To)|+ gv CX — Y)" gg (T)? 
<S |e(Y. T.) |-- C (gx A g,)(X — Y^ 
. gy CTo)! ^ (1 gs, (X — Y)) 
« C Clo(Y, To) |- g; (To) 2) 
"(Gc gy (X — YN, 
因此 
BOX) x C'u(Y)(1 + ay (X — y), 
上 面 也 同时 证 明了 
L(X) = o(X,T,) € S(y,g). (5.4.5) 
3EX.5.4.1 (内 算 子 ) 假设 m 是 g 的 一 个 允许 权 函 数 ,V 是 0 
的 一 个 开 子 集 ， 我 们 称 一 个 算 子 A 属于 6(myg,V)， 若 存在 rr 二 
Ceo，r<r' ,以 及 一 个 一 致 软禁 于 Uy., 上 的 可 测 象 征 族 (ay) 使 得 


A =f mat | gy | "*av. (5. 4. 6) 
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注 上 面 的 分 解 式 不 是 唯一 的 . 利用 g 的 缓 变性 以 及 引 理 
5.2.3, 我 们 能 假设 > 充分 的 小 , 而 且 上 面 的 积分 是 强 收 敛 的 . 

定理 5.4.2 ( 算 子 的 连续 性 ) 1) 内 算 子 都 是 从 IRAR Á 
身 ， 以 及 9'(R") 到 其 自身 的 连续 映射 ， 积 分 (5.4.6) 是 强 收 你 的 . 

2) Zi m—1, 则 内 算 子 是 LC(R") 到 其 自身 的 连续 映射 . 

3) 内 算 子 的 全 体形 成 一 个 分 级 代数 ,其 乘法 为 算 子 的 复合 
分 级 群 为 的 多 许 权 画 数组 成 的 束 法 群 ， 即 ; 若 AEOCm ,ED)， 
BEO(msyg,02), 则 有 AcB,BeAEOlmmzs,g, 人 2), AHAA AE 
lm gy 2)， 

为 了 证 明 一 个 算 子 在 Hilbert 空间 上 的 连续 性 , 我们 利用 标准 
方法 一 一 Cotlar 引 理 , 即 关于 一 族 几 乎 正 交 的 算 子 的 估计 . 下 面 的 
引 理 比 经 典 的 形式 更 为 精细 . 

引 理 5.4.3 假设 是 是 一 个 Hübert € lj, (Aex H Łe 
一 族 有 界 算 子 , 它们 满足 下 列 条 件 : 

sup >) I Aj A, |^ x M, 


JEN FEN (5.4.7) 
sup >) || A,A; I <M. 
JEN EN 
Aj, 对 任 给 zE H, 我 们 有 
Y D Itu. Ass M Hulk. (5. 4. 8) 
j k 


这 就 意味 着 A— 2》) A; 具 强 收 化 性 , RA |A] SM. 
我 们 证 明 下 面 的 更 为 一 般 的 形式 (比较 [Qi] 引 理 5. 5. 16). 
3| 5.4.3 4&ik H X —^- Hilbert 空间 ，(Q ,duo) 是 一 个 测度 
空间 ,dv 是 正 的 以 及 go- 有 限 的 ， (Ay)yen 是 电 上 的 一 旋 有 界 可 测算 
F, 它们 满足 下 列 条 件 : 
sup ll AZ Az I" doC2 < M, 
yenan 7 
(5. 4. 7) 
sup| I AyA; I" dvC2 < M. 
YenJn 


则 ,对 任 给 uC H, 我 们 有 
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f | (Ayu Az u)y |doY Jdu Z) < M? lul. 6.48 
ma 


这 就 意味 着 A= | Ardu» 具 强 收 北 性 ， 以 及 1 Al M. 


在 下 面 应 用 这 一 引 理 时 , 我 们 有 de(Z)—lg;l'^dZ, 0 是 R” 
的 一 个 开 子 集 . 

证 由 于 dv 是 so- 有 限 的 , Q 是 可 数 多 个 满足 v(K)<< 十 oo 的 集 
& K 的 并 . 此 外 , Y || Ay | 是 处 处 有 限 的 . 因此 sup I A | < 


， 对 于 这 样 的 RNS 
Tko = | AYAzO(Y,Z)du(Y)du(Z), 


0 是 一 个 满足 10| 志 1 的 可 测 函 数 . 
根据 Hilbert 空间 上 的 算 子 的 范 数 的 定义 ， 有 | Tke | — 
ll CT o* Tk 4)" |. Ate 


l Tk l|” = l uA Ar, AÑ; Azn AZ Ar ATA: 
, (Y, ,1 )ecY1 Zi), Zm) 


M (Y, Zn )dw( Z )-dw(Z;) 


<| mint | Az A OY ,21) I 
“ l Ay; Azo lY, Zi) ll Ut ll Az Ay, 0Y n ,Znm) |l 
- FAZSAz807,2, l; A382) 
- As AROC, 27) M Il Ar Azo (YK, Z) M 
-li Az. ll Idv( Zi) do(Z, ) ， 
取 其 几何 中 值 , 即 minja, o] Sa! "^07 (a,0220), MA 
l Tra M [AZ Az E ILAZ As L7 
Ay, Aj; lE E Ay ASIA 
- lAZAz; l7 do(Z ) do Z7). 
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利用 条 件 (5. 4. 7), 我 们 就 证 明了 
| Tk |” < M™  v(K)(sup | As lE). 
两 边 同 时 开 方 2m 次 , 并 且 令 mm 一 十 co 就 得 到 了 
| Tko |l x M’. 
现在 设 uo E€ H $08(Y.Z)WigleY,2)|—1, 以 及 
(Az uo , Ayuo) nOCY ,Z)= | (Ayus ,Ayuo) |. 
则 有 
(Trou ,uo)a =) Az uo Avuo)O(Y,Z)do(Y)dv(Z). 
因此 
[| e Az uo) Ev dv(2) < M° Ms MS. 
由 于 KK 是 任意 的 , 这 就 证 明了 (5. 4. 8). 
3 a€ Y(R”), XF a" 的 (1L?) 范 数 有 下 面 的 估计 . 
引 理 5.4.4 假设 a 是 一 个 g- 软 禁 于 g- 球 U (半径 三 1) 上 的 象 
征 ， 则 存在 常数 c,d,( 仅 依赖 于 空间 维 数 n)， 使 得 
lat lzan Se Mall e (5. 4. 9) 
lass = hale < la*lzas +da% lal? 
(5. 4, 10) 
其 中 A—inf(g* CD/gCD)"", lel, AR lal p E52 $ vx 
3 8 8 E. 
为 了 证 明 这 一 引 理 ,我 们 首先 研究 仿 射 平 变换 ， 称 映射 x: 
R2” 一 R2 是 一 个 仿 射 半 变换, 若 它 是 R” 上 的 一 个 仿 射 变换 , 以 及 满 
Ey o=o, 这 里 o 是 R” LAFER. 我们 立即 有 
9|38 5.4.5 任意 一 个 仿 射 辛 变 换 一 定 是 下 列 4 种 映射 的 复 
合 : 
D 平移 ; XXX; 
2) HOPE ARGE ,一 Xx;)， 其 余 分 量 不 灾 ; 
3) 了 映射; (Tr TOD, TER 上 的 一 个 线性 同 构 ; 
4) 映射 ; Cx o Gr, £— Ar), A 是 一 个 nn IE SE AR AERE. 


253 


现代 偏 微 分 方程 引 论 FEXEGNESENENNCGNCIUNCESSHQES —— — 


引 理 5. 4.6 假设 Y 是 R2" 上 的 任意 一 个 仿 射 辛 变换 . 则 存在 
一 个 L2(R") 上 的 西 变换 U, 除了 模 1 的 常数 因子 外 UU 是 唯一 确定 
的 ,使 得 对 R” 的 任意 一 个 线性 函数 上 ， 有 

ULCx, DU = (L * x) (zx,D); (5.4.11) 

同时 口 也 是 YC(R") 上 以 及 9'(R") 上 的 自 同 构 ; 而 且 任 给 a 
Y'(R") 有 

U^ a*U = (a * y)". (5. 4. 12) 

以 上 两 引 理 的 证 明 见 [H62] 的 引 理 18. 5. 8. 

引 理 5. 4. 4 之 证 明 ”我 们 知道 , 经 过 一 个 线性 辛 变换 ( 见 
[H62] 的 引 理 18.6. 4), 可 以 将 度量 g 变换 成 满足 条 件 e xA CDS 的 
度量 , 其 中 [为 R" 上 的 欧 氏 度量 . 而 由 前 面 的 引 理 有 (a*ex)*= 
U 'a*U. 现在 考虑 相应 于 Z=(z,4) 的 平移 变换 的 西 算 子 , 它 是 

rz u(r) = u(x — z)exp i( 757 .t). 
因此 有 U =U 以 及 
(a*rzu,rzu)= (rza*rz u,u) = ((a(.— Z))*u ,u). 
再 取 wo (x) 2e" ， 则 由 定义 有 


(a*r zu, Tz Ho ) 


— femea (1 —z,ê— ç)uo(y)uo(x)dydzdg 


= ]ec*« (£2 一 = 一 tae tit dydzdg, 
令 工 = 二 (xz 十 y) /2, WE 
(a*rzu ,rz uo) — ee ac — z,£— t) 
e Qut gx t eol 2 dud rdg 
一 rfa — z,E— te lt ute 
= 2" fa(X zen dx 
= (a * V)(Z), 
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这 里 ow(Y)o-2e OU. gm [aet da 二 0, 有 


(ax WW)(Z)=a(—2)+2" Í  (1—0)d'(—Z+0X) X° e n dXd6. 


因此 
lale < lax vli +d, sup lgQOD Ial zo, 
这 里 d, = zf |Y |*e 1 ay. 因此 利用 e (Y) sca IY? 我 们 就 证 
BjT (5.4.10), 其 中 用 到 了 
| ex 更 | = || (a*rz uo ez uo) 有 li 


< lla” || za? (sup || ez xo Il e ) 


zer” 
= | a* || sah. 
为 证 估计 式 (5.4. 9), 我 们 研究 a*(x,D) 的 Schwartz 核 
| K(x,y)— n fa (Fe) ee d£ 


= (21) fa (0, y — 3) do. (5.4.13) 
因此 
[Kz lar < lå lsa, 
fiK, y)dy < lå l pa: 
因此 由 Cauchy-Schwartz 不 等 式 , 对 于 wE€1?(R") 有 
[a*u i= IKu lie = f, |Ku(z) ld 


-j. 


[..].. |K(z,y)| |u(y) KIR IK(x,y)ldydx 


[Kz uy)dy| dz 


lal off | KGr, 2 | | u(y) | dydz 


< 
< háli luli. 


255 


现代 偏 微分 方程 引 论 IE 


这 就 证 明了 
| a" | sui) S li a il Ll. 
ifü lla llo se, la lH s 则 是 显然 的 , 因为 有 
[etx - UAX < cn. 


现在 回 到 定理 5. 4.2 的 证 明 , 为 此 还 需要 两 个 引 理 . 
引 理 5. 4.7 任 给 0<r<r“ ,7 充分 的 小 ， 假设 {ay} 是 一 族 g- 
软禁 于 Uy, 上 的 一 致 有 界 的 象征 , m 为 一 允许 权 函 数 . 则 映射 


u -f mOO || ağu || 2 | gy |? dY (5.4.14) 
Va 


X Y(R") 上 的 一 个 半 范 . 特别 地 ， AS f, m(Y)as | gy | 7 dY 连续 
地 将 SRH a LR”). 
E BRY EV. 则 对 于 固定 的 常 值 度量 gy,， 经典 的 象征 运 
算 给 出 下 面 的 分 解 : Vv€N, 有 
1—g,Sy ctr, 
其 中 
轧 (X) 一 (1 十 gr (X 一 Yo))， 
B.€ S(y, gy, R”), n € SCC? gr R”). 
显然 B, 是 椭圆 算 子 y* 的 拟 基 本 解 的 象征 . 因此 关于 软禁 于 Uy., 的 
所 有 半 范 , RIE Irn ley <t. 同样 地 ， 只 要 ， 大 于 某 一 
vCp) EA IB, ll iv, oo. 
利用 关于 双 软 禁 半 范 的 估计 (定理 5.2. 5) DAR S BE 5.4. 4 有 
lat o BEI ran cen ll ay # B, ll omiy. 
< c8,(Ys, Y)" |l ay | »Y. d B. Il PY, 
EE op 仅 依赖 于 N. 因此 对 于 充分 大 的 v( 比 N 大 ), 存在 与 Y 无 关 
(当然 与 Y。 有 关 岂 的 常数 C 使 得 
ayu —(ay * B^) * Y^u t ay o ru, 
lau lr KCS, (Yo YY P Cli ytu lis + luli». 
这 里 我 们 用 到 了 lay | Ly XT. Y 是 一 致 有 界 的 , 以 及 ay rz 的 类 
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IAF atope 的 估计 式 ， 由 于 m 是 允 许 权 函 数 , 存在 Ne 使 得 


m(Y) 、 No 
m.) < C, (Ya, Y). 


因此 
NESZPIPIPSLEE 


x Cm (Y, T. à. CY, Y) | ayu |l r | gy | dy 
x Cm (Y,) € ll yzu doc | ull) 
` | 8, (Yo, Y) ~ | gy |? dY. 
Vy 


取 N 充分 大 , 则 上 式 右 边 的 积分 收敛 . 这 时 上 式 右边 显然 是 Y 上 的 
一 个 半 范 . 另 一 方面 有 
llAul;- sup |(Au,v)| 


Evol 2 «i. ver? 


< sup |. m(Y)|(Gazu,v)|lagy|'^dY 


lele <i, ver? Y, 
< [, m) I ağu Ne Ls Y. 


因此 A 是 一 个 从 FR] L 的 连续 映射 . 

引 理 5.4.8 任 给 了 2”" 上 的 一 个 线性 形式 工 ， 存 在 一 个 允许 权 函 
数 m 使 得 

a->m(Y) Lha, A a— mY) a#L (5.4.15) 

是 从 QU, $|Jt & fret X T Y 一 致 的 连续 映射 这 里 VQUV,D 
示 软 禁 于 Uy,, 上 的 象征 的 空间 . 

由 于 工 是 R2" 上 的 线性 函数 , 它 的 二 阶 微 分 为 0, 利用 复合 运算 
# 的 定义 公式 直接 有 : 

asL-a- L+ la, L}, 


K L'SBJEÉXLOX)-o(X,T,), 则 LE S(py,g), 这 里 414=1L(X)| 
十 gs(To)' 是 允许 权 函 数 , 因此 取 m=, 则 由 Leibniz 公式 可 以 导 
出 引 理 . 
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定理 5.4.2 之 证 明 1) 只 需 证 明 A 是 9 到 其 自身 的 连续 映 
射 ， 光 上 的 结果 由 对 偶 运算 导出 . 对 于 wu€ Y(R") 我 们 要 证 明 : 任 给 
kEN 以 及 R”" 上 的 线性 形式 二 ，… ,L， 有 

| Li Gr, D)-- Li (5, D) Au | < C I u Ii E 
而 由 定义 有 
ll LiCz, D): LG D)Au li 


<Í, m(Y) Il (Li SL, stay )*u | [d | gy |'^dY 


& [, mm) pd) a Y 1 8 


fu! L,Say)"u | E | gv | 1⁄2 dY. 
利用 引 理 5.4.8, py O= ILLO | +g (T), j=1,2, E ME 
允许 权 函 数 , 而且 

t (Y) Li 8 8,4) L say = ay 
一 致 地 软禁 于 Uv, E, 因此 由 引 理 5. 4.7， 

f, O02 OO (Y) I āva Iae Ls [dY 
是 4 上 的 一 个 半 范 .这 就 证 明了 1). 
2) 现在 证 明 算 子 A— | ap |gy dY 在 L* 上 是 连续 的 ,以 

及 这 个 积分 是 强 收敛 的 . 令 do(Y) — | gr l^ dY, 直接 利用 引 理 
5. 4. 3 只 需 验证 条 件 (5. 4. 7). 由 引 理 5. 4. 4 以 及 双 软 禁 估 计 式 ， 
有 


pi ; 
[CN ° az lean + lax ° (a2)' lun, 
1/2 


« C,Cllavstaz 55, y + hartaz luu 
« CC N) lay ll, az 11,9. (Y , Z)7" 
< C'Gsup ll ay | ar.) (Y. Z). 
由 于 ay 是 一 致 软禁 于 Ur. E, 有 sup ll av | y CA. BN 充分 的 


大 ,上 式 的 右边 关于 Y 和 2Z 的 积分 都 是 收敛 的 . 因此 条 件 (5.4.7) 
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满足 , 这 就 证 明了 定理 5. 4. 2 之 2) 成 立 . 事实 上 我 们 证 明了 只 要 权 
Až m 是 有 界 的 , 则 A SEXE L^ 连续 的 . 

3) 首先 , 若 AEO(m,g,Q), 则 显然 有 A” E060(m,g,Q)， 因此 
其 软禁 象征 满足 此 条 件 . 现在 设 


A= | mi (Y)az | gy |^ dY € O(m,g,0), 
Vy 


B -| mi(Z)bz | gz|'^dZ € 6(m; ,g,Q) 
n0, 


是 两 个 内 算 子 . 利用 单位 分 解 定理 , 可 以 假设 ay ,bz 的 软禁 半径 是 
相同 的 . 于 是 


A*B =Í | mi(Y)my(Z)a? o 02 | gz |? | e, |" dYdZ 
ME n; 


一 [m (Y)m (Y) (f, 2 # bz)” | ez | "2aZ) | gy ^v. 
今 
Cy 二 IN ZAP (v # bz) | gz | V dz. 
E cy 是 一 致 地 软禁 于 Uy, E, 则 证 明了 
A * B € €(mm;,g,Q). 
利用 双 软 禁 估 计 
ll ay H5 I p. < I Gy | q.Y.r | bz il gZr 8,(Y,Z)", 
以 及 
m; (Z) 
m»;(Y) 
取 六 充分 大 (9 也 同时 大 ) 使 得 
ll cy lev. S C M av Il ev, (SUP ll bz luz. 
这 就 证 明了 定理 5.4.2 之 3). 
上 面 的 证 明 过 程 也 同时 给 出 下 面 的 结论 . 
推论 5.4.9 X: AC Om, g), a€ (Uy), 36 b" —m(Y) ! a**A, 
A] bE F (Uy), UA a>b RA (Uy, SU X B Jr 69 — sci k 
A. 


< Ce, (Z, Y)", 
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5.5 渐 近 运算 
对 于 前 一 节 定 义 的 内 算 子 , 我 们 定义 相应 的 象征 为 
a(X) = [mane oo lg, | 2 dY, (5.5.1) 


其 中 ay 满足 定义 5. 4. 1 的 条 件 . 显然 ,a(X) 是 R* 上 的 各 阶 导 数 都 
缓 增 的 C” 函数 . 将 复合 运算 斗 延 拓 到 由 上 述 象 征 组 成 的 空间 ， 则 
它 成 为 一 个 梯级 代数 (graded algebra). 映射 a->a* 成 为 该 空间 到 
6(m,g,V) 的 一 个 同 构 . 但 是 对 于 这 个 空间 , 除了 (5. 5.1) 外 我 们 没 
有 其 他 的 特征 化 描述 . 另 一 方面 , 除了 相差 一 个 可 以 忽略 的 象征 
外 ,该 空间 与 象征 空间 
S;(m,g,V) = la € S(m,g,V); suppu CC V} 

一 致 .为 此 我 们 研究 象征 的 渐 近 运算 ,刻画 出 可 忽略 的 象征 的 类 . 

若 a€ So(m,g,V), 则 由 定义 有 wr : Y(R") 一 y'(R"). 我 们 将 
其 写成 下 面 的 形式 

a" = [no on) pa )* |gy ['7dY, (5. 5. 2) 


这 里 py 是 g- 连续 单位 分 解 . 因此 a" € 0(m,g,V). 
反之 , 若 AE0(m,g,V), 则 可 以 定义 o(A)E So(m,g,V). 1H 
是 ol(A) 依 赖 于 A 的 定义 形式 : 
oA) 一 | mODa (XX) Les | dY, (8. 5. 3) 


这 里 fxy} SCIL g, V) — I — SUB X, supp yy C Uyw, AK 
y; (X0 91, 4 X€Uy ,其 中 < 了 —r Uy Hay 的 g- 软 禁 球 . 我 
们 有 下 面 的 渐 近 运算 定理 . 
定理 5.5.1  4dRik aj€ S, On; g V), j—1,2. 则 有 
R = ay ° a7 — Co, Ca1,a32)* € ÓCUnym;A " ,g, VO. (5.5.4) 
证 ”由 于 o(a a) a Ra 的 前 "项 的 和 , 设 w 为 连续 单位 
分 解 , 令 ay 一 dj， 则 由 (5. 5.2) 有 
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R =Í mi (Y)m;(Z)(m(Y) m (Z)! 


* (aiy #azz — e (any ,d»,2)))" | BY | us | gz | 1⁄2 dYdZ. 
由 于 a, ymi (Y) ! ,a, zm (Z) 438 EE F Uy, R Uz E, AI 
用 命题 5. 2. 8 的 注 (5. 2. 27), 与 定理 5. 4. 2 之 3) 的 证 法 相似 可 以 得 
到 . 
R= Im (Y)mo (Y)ACY) "c? | gy |^ dY, 


其 中 cy 一 致 地 软禁 于 Uy b. 这 就 证 明了 定理 5. 5.1. 

同 定理 5. 4. 2 —RÉ, 我 们 也 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 5.5.2 假设 a€ SoClm,g,V)， 则 映射 

b — m(Y) ACY Y Casto — wa,0)) 

是 一 个 VY(Uy.,) 到 其 自身 的 关于 Y 一 致 连续 的 映射 . 

我 们 现在 可 以 证 明 下 面 的 渐 近 运算 定理 . 

定理 5.5.3 假设 AEO(Cm,gV). 则 o(A) 在 S&(m,g,V)/ 
So CmA “,g，V) 中 的 等 价 类 仅 依赖 于 及, 而 不 依赖 于 有 A 的 表达 式 以 
Alyy AR. | 

Weyl 量子 化 与 象征 映射 : A 一 go(A) 时 出 两 个 分 级 代数 So Om, 
grV)/SoCmA ,gyV) 与 Olm,g,V)/O(mA "^ ,g, Vox ap d E 5 if 
的 同 构 . 其 中 象征 空间 上 的 运算 为 并 , 算 子 空间 上 的 运算 为 算 子 的 
复合 。. 

证 首先 证 明 : S AC (mg, V), N A-o(A)* € Om 77 ,g, 
V). 由 定义 有 

oA = | mY) Gus" Ly ^Y. 
因此 
A —c(A)" = f, m(Y)(ay — yyav)* | gy |? dY. 


我 们 必须 证 明 对 于 任意 的 整数 N, A Y) (ay — yay ) 关 于 Y 是 一 个 
一 致 有 界 的 软禁 族 ， 首先 , 34 XC Uy - H3, (1— 3,0 (X) 0 以 及 
fxy1 是 S(1,g,V) 的 一 致 有 界 族 , 因此 
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İl av (1 — yy) II AN 
= QA CIO 29)^00; TOOT) 
us 
gy (TI El 
- (1+ gs(X— Uy.,))) 
«C, sup ( aP (X); TAO G9 Tv)l 
e y. 


Ti Ty. 
gy (T «1 


- (1+ g2(X — Uy, ) ] M22) 
< C, | ay i ARCA (1+ sup gs (X — Uy, )) ^ 
X€Uy ， 


« C, lay ll Por" O HAYY Gn" — rj ne 
< Cr" i NJAC) las Een. 

由 于 ay 一 致 地 软禁 于 Ur, E, BRE ANY) (1 — Day 也 一 致 地 软禁 
TU, E. 

现在 只 需 证 明 若 a€ So (m,g, V), a^€ O(mà "^ ,g,V), Wd 
a€ Sy (mA U- ,8,V). 也 就 是 要 证 明 : 对 任意 的 k,N, 存在 C, 使 得 
对 于 所 有 的 XEV, Ti sU, € R^ 

| (4/9? (X), T; Q = G T) | Com GOX "CO [ Tex Cr;?7. 


j=l 


利用 推论 5.4.9, 由 于 a"€O(mA ",g, VAR. Izz -BRR F 
Uzr E, SA" (Z)m(Z) (a# ,)tb — BOB EET Uzr E. 另 一 方面 
a€ S (m,g,V), Hie 5.5.3 A" (Z)m(Z) ! (a8 xyz onla, y%z)) 
也 是 一 致 地 软禁 于 Uzr 上 的 . 市 当 X€U;.H, ex (a ,y2) (X) 一 
aCX). 因此 对 任意 的 ,存在 C, 与 Z 无 关 使 得 

SUP | a^ (CZ)m(CI) ! (ast yz — 3)? (X), T; G9 © T1) | 


2; 
TnT ER”, 


gz(Tj)«&l 
< la  C2)m(Z)" (a y, — ox (2 x2) | 
x C,. 
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所 以 
A"N(Z)mCZ) ? | Ca? (X), T1 G9 -- GO T.) | 
« C, + lla (Z)mCZ)? (ast y) ll zs 
这 就 证 明了 对 任意 的 XEUz.,， 有 
[Ca® ,TO Q T) | CA" (CZ)m(Z). 
因此 a€ S (mài, g, V). 

HTAR V 是 R” 的 真子 集 , 因此 常 系数 微分 算 子 (比如 恒 等 算 
子 ) 不 是 内 算 子 . 但 是 它们 与 内 算 子 的 复合 还 是 一 个 内 算 子 . 为 此 
我 们 研究 象征 类 Sw.(m,g,V)== la€ C^ (V); 任 给 V'CCV, 存在 
b€ S(m,g,V) 使 得 在 V' Eae bj. 

定义 5.5.4 Sk AC GL (Cm,g,V) (外 算 子 空间 ), X A: SR) 
一 J (RU, AR A: 3'(R")->Y'(R") 是 连续 的 ， 同时 任 给 bE 
FR”), AE b,b EFR”) 

A o b" =b, bo A =b; 
l ll py S KmOOlblur,.s j= 1,2. 
这 里 p 是 任意 的 ,gq 一 gq(p), K-KOp,r,VO05Y RŽ% Yev'c 
Vo, r' rH). 

由 定义 立即 可 知 所 有 外 算 子 也 形成 一 个 梯级 代数 , 其 运算 为 算 
子 的 复合 。, 而 内 算 子 形成 它 的 一 个 梯级 理想 . 当 集 合 V 变 小 时 , 空 
IR] Calm, g, VÆRK. 事实 上 , 4 A€ Calm ,g, V), B€ 6s (m ,g, V) 
时 , A:B,B*A 在 Y 以 及 Y 上 是 连续 的 . ME b,b: € F(R ER 

A œ B: b = Ae (Bob) = Ao. b — br, 
以 及 
| b; I PYS Kim (Y) ll b, Ii q.Y 
s Ki Km (Y)m;(Y) ll è |l qj. Y 

定理 5.5.5 存在 唯一 一 代数 单 射 o: Ou Ong, VO/Os (mA 77, 
g,Vo-- Sy Gig, VO/SyOnA 7^ ,g, V), 而 且 o 是 内 算 子 象征 映射 
的 拓展 . 

证 dX B€O.(m,g,V). VV'CCV, BU y, € S (m,g,V), f£ 
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$4 X€V'I y, (Q0 1. 则 


Be xy = | aoo 人 hn ) |g gy |'^dY 
是 一 个 内 算 子 . 这 是 因为 Belex) br, AR im(Y)br i) — £m 
软禁 于 Ur b. 因此 由 内 算 子 的 象征 ( 渐 近 ) 运 算 , e (S*yr E V'E 
的 限制 形成 一 个 滤 子 族 , 这 个 族 就 定义 了 Su ng, V) /Sy (mA 7 , 
g,V) 中 唯一 的 一 个 元 . 

另外 , 4 VER” RNA 

Op(S(m,g)) = 0(m,g,R") = C. (m,g,R"). 
为 此 只 需 证 明 

Calm, g, R”) C Op(S(m,g)) = Ó(m,g,R"). 
事实 上 , HEME VSR”, 存在 一 - 致 软禁 于 和 Uy. 1 上 的 单位 分 解 
lo lrer”. 因此 对 任 给 BE 6, (m,g,R”) 有 


B= [..5- ierat 


=f, o» s e) |g, |? dv. 
id Begy-—by Wllay-m(Y) WW| 一 致 地 软禁 于 Uy., 上 . 因此 
B= | um(Y)ay |gy|'*dY € O(m,g,R?). 
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在 经 典 的 微 局 部 分 析 理 论 中 , 相应 于 经 典 的 拟 微分 算 子 的 函数 
空间 是 Sobolev 空间 . 也 就 是 说 每 一 个 拟 微分 算 子 都 是 Sobolev 至 
间 链 上 的 连续 映射 ,椭圆 型 算 子 则 是 同 构 映射 ,本章 就 是 推广 这 一 
理论 到 非 齐 性 空间 , 研究 与 前 一 章 所 介绍 的 非 齐 性 拟 微 分 算 子 相应 
的 函数 空间 , 即 所 谓 带 权 Sobolev 空间 以 及 它们 与 拟 微 分 算 子 的 关 
系 . i EX Sobolev 空间 的 这 些 “ 权 ”形成 一 个 梯级 代数 ,因此 这 些 
Sobolev 空间 也 是 建立 在 这 个 梯级 代数 上 的 一 个 空间 “ 链 ”". 我 们 将 
证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 若 一 个 非 齐 性 拟 微分 算 子 是 上 述 相 应 的 空 
间 “ 链 ”上 的 一 个 同 构 映 射 ， 则 这 个 氢 微 分 算 子 在 非 齐 性 拟 微分 算 子 
代数 中 可 逆 . 这 是 拟 微 分 算 子 理论 的 一 个 非常 重要 的 定理 . 


6.1 象征 的 二 重 单位 分 解 


在 前 一 章 我 们 构造 了 从 属于 Hórmander 度量 g 的 连续 单位 分 
解 (定理 5.3.2). 它 对 于 象征 的 研究 已 经 是 足够 了 的 , 但 是 当 我 们 
研究 一 个 算 子 作用 于 一 个 函数 ,并且 考 察 其 微 局 部 特性 时 就 不 够 
T. 为 此 我 们 需要 构造 所 谓 " 二 重 ”" 单 位 分 解 . 

我 们 总 是 假设 g 是 R “上 的 一 个 缓 增 的 、 缓 变 的 和 满足 测 不 准 
原理 gg" 的 Hórmander 度量 . 

定理 6.1.1 (二 重 单位 分 解 ) 假设 对 于 充分 小 的 r,， 象征 族 
{dy) 一 致 地 软禁 于 Uy,, 上 . 则 存在 常数 C 以 及 象征 by,,，, cy,, E 


265 


现代 偏 微分 方程 引 论 ENXEEGENEESECINE INE QE QE 


FR”), YER”, y,€Z,, 使 得 


ay = by, # cy... (6.1.1) 
v=0 


而 且 NEN, (1 +v) "by,,), {十 y)Ney,) 对 NEN 一 致 地 软禁 于 
Uy. 上， 

由 于 定义 软禁 半 范 时 , 度量 g 是 固定 在 软禁 球 的 中 心 的 , 因此 
我 们 只 需要 对 于 常 值 度量 y= gy 证 明定 理 即 可 . 但 是 最 后 关键 的 一 
点 是 要 得 到 一 个 与 > 无 关 的 关于 软禁 半 范 的 估计 . 所 以 将 定理 6.1.1 
表述 下 面 的 引 理 加 以 证 明 . 

引 理 6.1.2 存在 常数 C>1, EEA r0, 任 给 正 的 数列 
{M PYAR Eis: yscy! 的 正定 二 次 型 ，aE Y(R”) 对 任意 的 
k€N X lal ^"«M,, 则 存在 数列 {Mi n; NENI RA 5, o € 
y(R”) 使 得 我 们 有 

a = DATA 
而 且 对 于 所 有 的 k&,N,vEN 有 
a+” l5, | T «M, s, | 
(I+ eol <M, x. 
证 ”根据 定义 有 
a#6(X) = n” ern aly, J(Y,)dY,dY,. (6.1.3) 
则 映射 提 : (a,b)—a3t b 可 以 分 解 成 
H—p:Ver, (6. 1. 4) 
其 中 r(a,5) 二 a(Y1)6b(Y;) 是 一 个 从 y(R")699 (R")8| 9(R")f9K 
量 积 映射 . V 是 一 个 7(R”) 到 其 自身 的 酉 映射 , 定义 为 
Vf OG, X) = s [e 08? AY, Ya )dY, avs. 
以 及 p: F(R” )—> Y(R”) 是 到 对 角 线 上 的 限制 映射 . 

引 理 的 证 明 思 路 如 下 : 给 定 cE9(R2”)， 首先 构造 gc V(R") 

满足 g(X,X)—a(X). BS SEV !'g-—V' g. 最 后 将 f 分 解 成 形式 
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(6.1.2) 


— aa 第 6 章 Sü5eBRNNDNTES 


FOX X2) = 270(Xi)c(X2). 


这 就 得 到 所 要 的 结果 . 当然 与 y 无 关 的 软禁 半 范 的 控制 是 最 重要 的 . 
第 一 步 ” 取 ypECr (R) 满 足 supp e C [71,1], 以 及 在 原点 附 
近 eG)-1. $ 
g X) 一 a (X236) (106 —32). 


则 有 下 面 的 估计 ( 令 x'=2r): 对 于 lk 有 

[(72(X,,X:)); h @… 6 T,)| 

« M, (Go y'(X; -U,)) PA Y'(X? -U^)) ^^, 
(6.1.5) 

Hop T, 是 RX 或 Rx WE yT, S. 的 向 量 . 常数 M. 仅 依赖 于 > 
和 M,. 

我 们 仅 只 对 于 k—1 验证 此 式 , 其 他 情况 可 用 归纳 法 得 到 ， 当 
/二 0 时 ,由 软禁 半 范 的 定义 有 

lalr^— — sup ClaQOl Ga» (X-U»., 
T.X€ R^", y(D)«1 


| T, (X) | GE Y'CX — U,))). 
因此 


|g(X,X:)|< sup 


X -X,)&r* 


(QE) 


(ŽA) (ere) 


一 sup 
G > 2 
Y 7A, ) <r 


(ey -u,)) ) 


<M, sup (1+7 -u)) 


rV xj 


Xi dT X; 
2 


Xi — X; d 
2 


=M, sup (1+rX — —U,)) 


YAXA) Sr? 


< M OA +y (X -U.s)) `’. 
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用 类 似 的 方法 可 以 证 明 
lgCXi X2) |« Myi(1ly'CX, —U,)). 
关于 一 阶 微分 有 


(g (X, ,X:),T) -«"( 
(RAE) ép 2). T). 


第 一 项 的 估计 与 前 面 的 完全 一 样 ,， 我 们 来 研究 第 二 项 的 估计 : 
Ke (ree 2) n 


Xi t Xy (v0 3X) ,7) 


2 
r 


< sup e" (t) (Y (Xi RAT ó Y XJ) 
X;— X, T) ?y(X, — X,y ^? 
< (1G X93)e HD yao ) 
1 X,;— X; 
< e, (rn 
因此 也 有 


|? 06. X0, 7) | eB M; Qe y! OG -0,)) ^ 


e (1+7 (X: 一 Us `”. 

由 归纳 法 可 以 证 明 (6. 1.5). 而 且 M, 仅 依赖 于 M, r sup lg” (O1. 

第 二 步 ”证明 V 保持 估计 式 (6.1.5) 不 变 . 令 

fx QX.)— V g(X X2) 
=r” | et e Cy, Y, )dY, dY;. 

我 们 需要 证 明 f 也 满足 估计 式 (6. 1. 5). 

首先 因为 g(X;,X;) € V(R"), 由 分 部 积分 有 

3r V” g—^Vv' 2,8. 
因此 下 面 只 需 考 虑 ! 一 0 的 情况 . 设 OER” Big y (0) 1X 
[8,Y; — X] =y (Y, — Xi)'^. 

对 变量 Y. 在 方向 @ 上 微分 , 有 
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ag eO m v 一 2i[@,Y， — X, je omm 
因此 , 4 g” 一 (1 十 击 96)"g ,利用 分 部 积分 有 


f(X; ， X, =x ”|e™ Yi ,和 2 一 Yo ] g™ (Yi ,Y2) 
- (129- y'CY, — X))) "^ dY, dY. 
利用 对 gm 的 估计 式 (6. 1.5), 存在 仅 依赖 于 Ma 的 常数 Cx, 使 得 
1/OG X) | ca v vcr, — Xy ^ 
- (1 y*(Y, 2U,)) 7 Q1 +y (Y; 2 U,)) 9? ay, dy,. 
由 于 
Oc y'(Y, -U DO y' (Y, — X) 
2104060), 


以 及 ysy',. 取 NAR 222, MA 
LÉCX1, Xs)| Cu (3 - Y'(X, -U,)) 7 
[acean xo» avo 0) 7 av, dY.. 
由 于 |y| . |y"|==1,， 上 面 的 积分 是 一 个 与 y 无 关 ， 而 仅 依赖 于 r 
常数 . 
交换 Xi X, 的 位 置 , 又 可 以 得 到 一 个 关于 (1 十 y* (Xs 一 U, )) 
的 估计 . 取 几 何 中 值得 到 
A(X X) | «M AO (CX -U,))* 
- (1 y'(X5 —U,)) *. (6. 1. 6) 
这 里 M, 仅 依赖 于 M, 以 及 + 而 与 7 无关. 
第 三 步 ” 在 Rw” 上 选 定 一 个 辛 坐 标 使 得 


y= X a(d} + dẹ), 
i=l 
则 yscy' 意味 着 aiml,i—1,2,,n 记 A: (zi,&)>(z /ai,& fu), 


则 A 是 从 R?( 赋 以 度量 y) 8] RE ( 赋 以 欧 氏 度量 ) 的 等 距 同 构 ， 在 
R?omidQ—(—2r',2r7 0" AR A= (2r/Z)". 取 一 个 R" 上 的 C” 
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单位 分 解 SOL ,p(X 一 6) 71, 其 中 supp å. 令 YECr(G@) 使 
$4 X€ suppg IE 9(X) 1. 对 于 SEA, id 
Qs =Q +8, p(X)= 9(X—8), y= 9(X — 6). 
TERT E, 4 
Q —A'(Q), p= p A, p =p e A. 
现在 将 前 面 给 出 的 函数 / 分 解 成 下 面 的 形式 : 
[Xi X) = D haa = D f OG. Xs) ps (Gg, (X2). 


$ drea a ea 
i& TER” PE y (T;) «1l. Wills] f 一样, 任 给 (NUS 
l| 2; anhaa la COS (1-H- Y (Q — Q)7^ 
-+y (Qu —QU)"^.. (6.1.7) 
这 里 Cy 仅 依赖 于 M, 以 及 r+“, 但 是 不 依赖 于 7 
现在 将 函数 hs a, E Co " X Qr ) 先 周期 延 拓 到 全 空间 R” X 

R” 上, 再 展开 为 Fourier 级 数 , 最 后 再 加 以 截断 ， 有 

haa, OG Xs) = x Pasa at gir s Ax 


- OX) qu (Xip (X2). (6.1.8) 
根据 Fourier 系数 的 积分 表达 式 , 利用 估计 式 (6. 1. 7) 我 们 有 
[ps sr SCK (ITY CQ Q0) EA 7 Q,)) ^7 


"Ola DPA lal) 7, (6.1.9) 
其 中 CN 也 与 y x X. 
现在 令 
bua a OX) Po a au 8 7007 d (X), — (6.1.10) 


Chapa as CO m Pasa a 87077 d (X). — (6.1.11) 
将 可 数 集 Z" 重 新 排序 记 之 为 N, 则 
f(Xi,X:) = 之 (X26 (X; ). 
余下 的 就 是 要 验证 这 些 函数 在 U. 上 的 软禁 估计 . 
HFX, X EQ, Y EQ, 存在 YE2Q 使 得 X -Y =X-Y. 
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因此 

Y'(Q,—QUZY'(X-2Q)) 2Y'(OX-U-), 
其 中 + ==4V2nr '. 另 一 方面 , 对 于 TER”, y(T)«l. 2:49, 以 及 
(6. 1. 10) 中 的 指数 函数 关于 工 方 向 的 导数 都 可 以 用 与 y 无 关 的 常 
数控 制 . 因此 利用 (6.1. DAR YY”, 可 以 得 到 下 面 的 估计 : 

(1+7Y°(X—U))* |, onba aa a, (X)| 
< Cp (1 ER Q))* 0 Y(Q, 一 Qu)) * 
“(1 十 [上 1) (1 十 1421)， 

其 中 <p, yT) «1, 常数 C6 与 7 无关， 上 式 的 左边 正好 是 4 一 
bs aww 在 Uo (C==8Van) 上 的 软禁 半 范 ,而 右边 正好 与 (1 十 
DOTAN, 这 是 因为 通过 等 距 同 构 A 有 

1H-Y(Q, —Q)=1+16, —Q o1 448 l. 
关于 c 的 估计 是 完全 类 似 的 . 这 就 证 明了 引 理 6. 1. 2. 

注 软禁 球 的 半径 有 所 “损失 ”, 但 是 前 面 得 到 的 C=8V 纹 可 

以 用 任意 一 个 大 于 1 的 常数 C' 来 替换 . 因为 若 a 软禁 于 Uy., 上 ， 则 
利用 前 一 章 的 结论 存在 一 个 a 的 有 限 单位 分 解 4 一 77 Lass 而 每 
—^ aj 软禁 于 Uy. 上, 其 中 Y/EUy.,, e 充分 小 . 这 时 再 应 用 引 理 
6.1.2 T aj, WA a; — b, cu, 其 中 性 .cs 软禁 于 Uy a 上. 
因此 取 e 充分 小 使 得 C 之 r 十 Ce, Yl b), c ,都 软禁 于 Ure 上 . 这 就 
证 明了 “= D, D buto 因此 可 以 先 给 定 C 71 然后 构造 单 
位 分 解 . 


6.2 带 权 Sobolev 空间 


在 前 一 章 已 经 知道 , 经 典 的 拟 微分 算 子 SY。(R") 是 由 度量 
£i» = di! (4 |El’) de? 
定义 的 . 相应 的 经 典 Sobolev 空间 形成 一 个 函数 空间 的 “ 链 ”， 而 经 
典 的 椭圆 算 子 是 这 个 “ 链 ” 上 的 一 个 代数 的 和 拓扑 的 同 构 ,我 们 现在 
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要 将 这 一 结果 推广 到 前 一 章 的 一 般 的 拟 微分 算 子 . 为 此 定义 相应 于 
一 个 Hórmander 度量 g DK EX PEE m 的 Sobolev 空间 . 

假设 fpy| 是 R* 上 的 一 个 g- 单 位 分 解 ， 它们 的 软禁 球 半 径 为 
r/C, 其 中 常数 C 出 现 于 定理 6. 1. 1 中 . We 》 y. 86, 是 由 
定理 6. 1. 1 提供 的 二 重 软 禁 分 解 . 

定义 6.2.1 假设 g 为 一 个 Hórmander E, M 为 g 的 一 个 
允许 权 函 数 . 定义 相应 的 Sobolev 空间 为 
HM B= (ue RO; D | p MO Va Les tne]. 


(6.2.1) 
这 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 内 积 为 
(won = D [MOV (tu Eu) lg |dY. (6.2.2) 
在 不 混 奖 时 简 记 为 HM). 
为 了 说 明 这 个 定义 是 合适 的 , 我 们 需要 证 明 空 间 HCM) 5 ey, 
prab ,的 特殊 选择 无 关 ， 
命题 6.2.2 Rit uc (RO, W) uc HCM) 当 且 仅 当 对 于 所 有 


的 对 任意 上 EN 均 满 足 条 件 sup, las, liu, < Hoot fà 
(ay, RA 


oo 


33 [Man I ag, Mis Les LY <+ oo. (6.2.3) 


v=0 


证 充分 性 是 显然 的 , 因为 象征 族 |6,| 满 足 所 需 的 条 件 .所 以 
只 证 必要 性 ,首先 有 
w= | psul es) ds = D f gta t au lgsl' ds. 
因此 B 
I azu Mie = D DS Cat EE E O 


1/2 dSdT 


“ |gs| les 
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<5 Sf $T, ? ay, ° ay., ? pia leud 
- ful loule lesl'^lacl'^dSdT. — (6.2.4) 
由 引 理 5.4. 4 以 及 双 软 禁 估计 定理 5. 3. 4, 上 面 的 积分 式 中 的 项 
|l “ ll gat BL FAI: 
K8,(S, Y) ^,(T, Y) " (9-3) “(+p l av, las, 


(6. 2. 5) 
其 中 NEN 是 任意 的 , p— p(N), K=K(N). 
因此 利用 M 的 缓 增 性 有 
SS | MO?" ay li Has UY 


< X Xi[kca.T40M0) leta Ve 


- MCT) 02 u lli Las P'^dS| e| ^T, 
其 中 
K(S,A,T. d) «c| M(Y)M(S) M(T) !4,(S, Y)" 
.8 (T. Y) 0 AY (b ay" 
e Day M ous, Lv |^ dY. (6.2.6) 
利用 (5. 4.4) 以 及 定理 5.3.5, 取 N 充分 大 使 得 
sup |K(S,4,T,p) Ig; |" dT <+, 
MEL (8.2.7) 
sup 于 |K(S T 4) |gs |"? dS c oo. 


因此 有 


[Mey Vara Nie Les Pav 


v=0 


<c5 [Mc ez Hi |esl' ds 


à 


=C] ul Han «ee. 
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这 就 证 明了 命题 6. 2. 2. 
注 ” 由 估计 式 (6. 2.4) 以 及 (6. 2.5) 还 可 以 导出 下 面 的 估计 : 


MYY ll ag,u li: «C», [os ^s. cr. ^a TA)" 


- (1 4) "MCS) |l osu ll 2 MCT) 
ora li lgsl' lg dsdT, 
由 Cauchy-Schwartz 不 等 式 有 
M(Y) Il ay u | L? <C il u il HOM) * 
这 就 证 明了 : 对 于 任意 一 个 一 致 软禁 的 族 ay, Aag, ,: HOM) LI. 
市 且 算 子 范 数 由 CM(Y) “控制 |. 
推论 6.2.3 假设 M,Mi 是 g 的 两 个 允许 权 函 数 ， 则 任 给 wE 
SC(M,g) 有 a*: HCM) HOM, / MD) E — 3k HR AN. 
证 ”就 是 要 证 明 存 在 常数 C 使 得 
X [ M OSMON Mna li s LY EC M a 
(6. 2. 8) 
由 前 一 章 的 结论 , b M(Y) "bita 是 一 个 9(Uy,) 到 其 自身 的 连续 
映射 , 其 半 范 与 Y 无关. Bt 5,,—M(Y) 6, da 满足 命题 6.2. 2 
中 的 (6.2.3). 这 样 (6. 2. 8) 可 以 由 命题 6. 2.2 给 出 . 
定理 6.2.4 空间 昌 (1) 恒 等 于 LR). 
证 记 a= 3. | &. #0 lg l'^av, Bla€S(1,g). 因此 ww 
在 L*(R") 上 是 有 界 的 . 若 xE 三 ,， 则 有 
luno, = (*u,u) SC| ulli. 


反 过 来 , 若 xE 五 (1)， 则 
LIF X3 [| s. uot uz, u) Ls I^ dsl s l'a. 
因此 令 KS. T a) Ld oun. 则 有 
luli <D ESES ATD I EET 


- |gs| dS] g; |^ dT. 
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现在 类 似 于 命题 6. 2. 2 就 可 以 证 明定 理 6. 2. 4. 
6.3 拟 微分 算 子 的 特征 化 


现在 研究 一 个 线性 算 子 在 什么 条 件 是 一 个 拟 微分 算 子 , 即 拟 微 
分 算 子 的 特征 化 问题 . 假设 y E OR" 上 的 一 个 常 值 度量 ， 满足 
Ys. 
定义 6.3.1 称 算 子 AEOp(S(1,7)), 若 A; IR) >L R"), 
且 任 给 REN, 任 给 T ER”, y CT) «1, Oxcjsch 有 
| A Il rosam =sup || Gd L,) 。 e o (ad Lp) 8 A || gaz 


<+ œ, (6.3.1) 
# P L;=0l(T;, °)", WA ad LA—[L.A]. 

由 于 ad Lj*a* —(25a)", Zi a€ S(1,y). BIA a* € Op( SC1, 
Y). 并 且 a* 的 半 范 可 以 由 a 的 半 范 控制 . 反 过 来 的 情况 是 下 面 的 
引 理 . 

引 理 6.3.2 1) ACOp(S(Q,y)06 A-—a" 其 中 a€5(,7). 
35b. EAREN, 存在 C,! 5 y XL XAR I 


| a ll k SA,y) x C | a" I ,OPCSC1 7) )。 (6. 3. 2) 
2) £4 kEN, 0€ 0,1), 存在 C,l 与 7 无 关 使 得 
l| al tsan & C lA eub 1 A1 pm (6.3.3) 


证 首先 , Æ y 是 R "上 的 一 个 线性 辛 变 换 ( 见 [H62] 定 理 
18.5.9), MFE L^ 上 的 一 个 本 变换 U fit (as y)" —U aU, 而 
引 理 的 结论 是 斑 不 变 的 . 现在 我 们 可 以 假设 

y= 5 dz; T de . 


j=l aj 


因此 假设 yszy' 等 价 于 aj 之 1. iiy 4E Ri 上 的 分 量 为 


n 

— 5 —2 1.2 

^ 一 n dzj. 
j=l 


我 们 的 基本 思路 是 由 算 子 A 定义 一 个 “象征 核 " 5(z,y,7)， 再 由 这 
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个 象征 核 导 出 A 的 Weyl 运算 的 象征 a(x,§)， 选 定 一 个 函数 a€ 
Y(R) 满 足 a(0) 一 1, HF Y — (y, PEX 

elx) = e; II (c) = eGOaQn Ge »)). 
对 于 xEY(R")， 立即 有 


u(x) 一 (227 Jeu Cy), (zx)dydy. 


因此 有 
Au(x) 一 (28) 7 [eu GA Gt (r) dydy, 
即 
Au(r)— (2) "|e Gu dy. (6.3.4) 
其 中 
b(x,Y) = e4G)AGIT) Ge). (6.3.5) 
FARA RIER” o 的 微分 的 估计 , id 
D, =— ia, -一 . (6.3. 6) 
j Irj 


这 是 由 象征 ajj 定义 的 算 子 ， 而 记 Mj 为 由 象征 ajx; 定义 的 乘 子 . 
现在 这 些 算 子 就 可 以 起 到 定义 6.3.1 中 的 算 子 L; 的 作用 . 
对 于 EN 称 一 个 函数 uE), 若 有 


[D ula) i |y, | dx <+. (6.3.7) 


lul, sup 

于 是 映射 zj 一 zj /aj EAA 20 O0 23] H'(R") 的 等 距 同 构 . A 

此 由 经 典 的 Sobolev 引 理 , 存在 与 y, 无 关 的 常数 C, TEES so kr 
n/2 时 有 

sup || Diu ll,» 委 Ci lul eso. (6. 3. 8) 


IPIE 
对 于 一 个 定义 在 R* 上 的 函数 x， 有 下 面 的 恒等式 
D, (eA (en))= e, [D;, ,A]Ceau) Te uA (e, Dnu), (6.3.9) 
D, (eA (equ)) — e-[M, , A]Cequ). (6. 3. 10) 
应 用 上 式 于 函数 DG. y. p. WA 
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DiDyD; oley) = D (5s Je d D. (ad M, Y 
- AC4DE* Dt (a(n C ))) (x), 
(6.3. 11) 
其 中 函数 DE" D'(a(5 (一 y))) 可 以 写成 形式 gy(…, (zj 一 y;)/ 
aj,…), 风 是 一 个 依赖 于 指标 X*,X ,pn 但 是 与 7 无 关 的 函数 .因此 它 
们 在 3 (y, ) 中 的 范 数 与 n 无 关 . 由 于 一 个 算 子 在 VO) misses 
等 于 它 在 LEPE, d 
I DED DC ,yD es S Cas IA Isossa. (6.3.12) 
其 中 C,..5 y 无 关 . 利用 插值 不 等 式 
lul usus S d ultus Hul so,, 
则 (6. 3. 12 f ro s] UAR. C LA Mus, AI ss fei. 其 中 C 
和 和/ 4X Bu v,s,0 ER. 
最 后 由 Sobolev 不 等 式 就 导出 了 : Vk, V0C (0,1), 3C, 34, 
Vy, 有 
sup  [D?DzD;6(,y. Hue 


HET 


«CI Altus EA I Tasso (6. 3. 13) 
现在 令 
a(x,é) = (2x7 || e*t eG, tda, (6.3. 14) 
其 中 
c(r,z,t) = (3E p. (6. 3. 15) 


Nj A-—a". 由 分 部 积分 公式 有 
DDfa(z,£) = (22)7 [e*t DDt Ce e deat. (6. 3. 16) 


令 工 =1 一 A- 一 At， 则 有 
L(e Se) = (1+|z|+|t— el ee, (6.3.17) 
由 (6. 3.16) 有 
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DDfa(z,£) = x) "e ca E + Ip el Lyn 


. D2Dfc(x,z, t) dzdt. (6. 3. 18) 
现在 将 算 子 上 中 的 9. 换 成 i(a;) D., 9, 换 成 i(a;) "Dy. 另 一 方 
ili c(z,z, 纪 的 微分 由 (6. 3. 13) 来 控制 , 则 最 后 可 以 得 到 下 面 的 估 
if: Vk, V0€ (0,1); 3C»0, 3I, 使 得 Vy 有 
sup || DiDfa(z,8 l,- «& CIAllZa4s TAI, 


lai-lul sk 
这 就 证 明了 3 引 | 理 6. 3. 2. 
现在 回 到 Hórmander 度量 g 的 情况 , 假设 M 是 g 的 一 个 允许 
Bg. 

538 6.3.3 1) ib A; Y(R") 一 Y'(R") 是 一 个 线性 算 子 ， 则 
A=a*, aE SCM,g), 当 且 仅 当 对 于 任意 一 个 软禁 于 {Uy,,} 上 的 象 
征 族 {4y)}， 有 

MO? ^ || Cad Ls e Cad Lp) * (OF°A) ll gan Ci 
px, (6. 3. 19) 
其 中 Ci 与 了 无关, Lj-o(T;, *O*, gy CT), j=1,2,…,p. 
2) 令 
lA ll oso = sup. MOO | [TG Lo * €, * A] 
DIE Ys jei 


(6. 3. 20) 
则 A—a", a€ SCM.g), 35 B Ax H || A D osuma SC. 而且 有 下 
面 的 关系 : EA k, HAEC 与 1， 使 得 
il a il k, SM, D < C | a™ i LOpGSCM, g)) ? (6. 3. 21) 
VANER, V6CQ(,D, 3C, 30 使 得 
Il a Il uis SC Il a” I S osse M" I bonsona (9:3. 22) 
证 “显然 只 需 证 明 2), 由 引 理 6.3.2, 24 Y 固定 时 对 于 常 值 度 
量 gy， 令 


2、9 
EAr) 


by, = M(Y) 8, A, 
WE:VR, V0€(0,1), 3C, 3/, (ES VY, Vv 
li by, | k, S, gy) < C Il A | § Op SUM) I A I LOSM, e) * (6. 3. 23) 


278 


aA $68 ARARAT 


现在 令 c. — (1r) "py, brs BFO +)“ py, BOERE T Uy, 
上 .利用 双 软 禁 估计 ，VA，3C，3,, fe VY, Vv, 有 
l Cy,, | AY € | (1 十 v) dx, Il LY.r |l by, | na 
< Cl 5, ll iss. 
因此 cy ,一 致 地 软禁 于 Us b, S 


a= 3a v" Manes, |g lar 


一 [woo |g, L^ Y. 


Wl a€ S(M,g) 以 及 A-—a*. 而 估计 式 (6. 3, 22) 由 (3. 3. 283) LESE 
出 . 这 就 证 明了 定理 . 
利用 这 个 定理 , 要 证 明 一 个 线性 算 子 4: Y(R") 一 Y (R") 是 一 
个 所 微分 算 子 , B: da€ S(M,g), 使 得 A=a*. 只 需要 证 明 存 在 
常数 Ci ,二 1,2,…, 使 得 
lA I k,OpCSUM D). < Ce (6. 3. 24) 
因此 ,这 个 定理 是 拟 微分 算 子 的 一 个 非常 重要 的 特征 化 定理 . 


6.4 算 子 的 逆 与 象征 的 逆 


我 们 知道 当 一 个 拟 微 分 算 子 a" 在 两 个 Sobolev 空间 之 间 是 一 
个 同 构 映射 时, 道 算 子 是 存在 的 . 但 这 个 逆 算 子 是 否 还 是 一 个 拟 微 
DAT, 也 就 是 说 象征 a 在 拟 微 分 算 子 的 象征 运算 下 是 否 可 逆 是 一 
个 非常 重要 的 问题 . Xp a" 是 一 个 经 典 的 椭圆 算 子 ( 相 应 于 度量 
g1w )， 则 这 一 问题 的 回答 是 肯定 的 . 但 是 对 于 一 般 的 Hórmander EE 
B, 这 是 一 个 非常 复杂 和 尚未 解决 的 问题 .我 们 现在 对 度量 加 上 一 
个 所 谓 的 强 缓 增 条 件 后 来 研究 这 一 问题 . 
定义 6.4.1 D 称 一 个 度量 g 是 “ 强 缓 增 ”的 ， 若 存在 一 个 定 
义 于 R”XR” 上 的 正 函 数 d(X,Y) 使 得 下 列 关系 式 成 立 ; REC 
0, N250, r>0 使 得 YX,Y,ZER” 有 
d(GY) LAdX,Z) + d(2Z,Y), (6.4.1) 
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+1 
(&) «CO aOGY»^, (6. 4. 2) 
By 


l--dOX,YO) SCA, (X,Y)”. (6. 4. 3) 
2) 称 一 个 度量 g 可 以 被 一 个 强 缓 增 的 度量 控制 ， 若 存在 一 个 
强 缓 增 的 Hórmander 度量 g 使 得 VX,YER” 有 
gx ECE), (6. 4. 4) 
士 1 
(5) « CO g;OGY»F. (6.4.5) 


注 关系 式 (6.4.3) 表 有 明 当 g (X — Y) pr B, d(X,Y)«C". 
也 就 是 说 g- 球 UX, 可 以 包含 于 由 “距离 ”4d 定义 的 球 中 . 因此 在 相差 
一 个 常数 的 情况 下 ,“ 距 离 ”d 可 以 由 度量 g 的 测 地 距离 来 控制 . 
对 于 经 典 的 (p,6) 型 度量 
ge(dx,dé) = (e)"dx! + (e) "de^, 
其 中 KSS, 0-1 ( 当 6 一 1 时 8 不 是 缓 增 度量 )， 我 们 有 下 
面 的 结论 
命题 6.4.2 1) S OxCOxco-l Hb, EE g^ "是 强 缓 增 的 . 
2) S OKKP, <1 时 ， 度 量 8 "可 以 被 强 缓 增 的 度量 控 
+. 
证 1) $4a(X,Y)SI E *—(p' ^l, 则 有 
d(X,Y)= |E — (0 ?+ O a 
| (OH E I ae 
= d(X,Z)+d(Z,Y). 
为 了 验证 (6. 4.2), Kiz lel >l], 这 时 有 


(2) < 7 = = (1+ s -1) 
(E 一 (人 y^ 
-1 


< aH = (ge, 
为 证 估计 式 (6. 4.3), E r<1, Igi <ie. Wee) 3E <y) 
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时 , 有 
d(X,Y) < (0 * —((8—3(0) *«3 
由 于 A, 之 1, 这 就 得 到 了 (6.4.3). 另 一 方面 由 A, 的 定义 有 


AQGY) > (y? (my. 
ijt G) c ( 3 (O^ 时 , 也 有 
a(x y= c - oy - wv- (2) 


TEPEEC) (5) * m: 
«qo a-u) og ~ (办 六 
= (6 qe? qo (qms 

« 94, (X Y)879, 


这 就 证 有 明了 1) 的 结论 . 

2) 由 于 当 <1 时 , g** 是 强 缓 增 的 , 而 这 时 度量 g^? RT DL HH 
get. 

定理 6.4.3 假设 度量 g 是 强 缓 增 的 ， 或 者 是 由 强 缓 增 的 度量 
控制 的 . DESA, g), la lga 1. RI AE € SO gd 
b'&(QO—5D-1. 

为 了 证 明 这 一 定理 , 我 们 将 证 明 Neumann 级 数 b*! 在 
S(1,g) 中 收敛 . 为 此 先 作 一 些 半 范 的 估计 . 

引 理 6. 4. 4 Vn, JC, 3k, HAV, 3G, 3h, 
8. Vp€N, VIJC(O,1,, —1), V(G) C Y(QRO, V(Y;)C 
R”, 有 

I Co ta Heete” l san 

s CHEP! I ea Har sup Dc luy D 
. JEK, j#0 d 


ped 
. C. sup. ll c; 1 er Hamer 
j=0 


e [AY Ya, (6.4.6) 


JEJ 
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XP K-—0U€(0.1,7, 5); JEJ X4 j 1€ JJ. 
证 用 以 记 上 式 的 左边 , 则 有 
ux b Gode)" laus, | C6)" sago 
A< Mer luus, lC Ee" Hour 
由 软禁 半 范 的 估计 结果 , 存在 常数 C,k 使 得 
les san S Cleo luv. lez uus «Cle, li. 
以 及 
ll C; # en)" Lou & Cle ca Mus. 
因此 由 双 软 禁 估计 ,有 
lC; es 0* laus SO lo essel on lisse 
ACY; Yan) ^, VEJ, 
Il Cc; 6,5)* luus SO Me Mus lle M haer 
CAQqNuYu) 7, vj € J, 
其 中 Ck, 05 n, AX, 因此 在 上 面 两 式 中 取 几 何平 均 就 得 到 了 
(6. 4. 6). 
引 理 6.4.5 假设 g 是 一 个 强 缓 增 的 度量 , 则 存在 仅 与 g 有 关 
的 常数 Co ,ko， 以 及 任 给 kEN,， 存在 Cus 使 得 :V6E SC(1,g) 有 
l| 7^ ll rosca o SC p+ D"? CC, IB Ilsa)” 


M (C, I b | 后 SC) )*. (6. 4. 7) 
证 令 5= ,by | gy 1dY, 则 由 Op(S(1,8)) 的 半 范 的 定义 ， 
有 


| =)” l ossa m 一 | CARON n Op( S(1,g)) 


III ad L, ---ad Le (Wy * by, eet bp) 


— sup 
Y, s EX 


. | £v, |'^ ay, --- | gy |'^dy, 
P 


sa) 


«sup || M, vov Maus, 


By, |'^qv, --- | 2y, | "dY,, 
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其 中 
3 (Y, Y, sUSY,) 


—sup(ad L,)*»--*(ad Ly D a oopy ), 
[e P 


L,—e(T;, -)*, T ER”, gy (T;) 1. AR L, 使 上 面 的 上 确 界 达 . 
到 , 利用 式 子 

(ad L)(a* o b") = (9ra)” « b" +a" » (34 5)", 
则 有 

S(Y, v, Y, 7, ) = DU= Matos), 
其 中 求 和 的 项 数 至 多 为 (p 十 1)*, AROE 6v, A by.) 
= dI. by, ， 
其 中 ACIL.- ,村 是 一 些 两 两 不 交 的 集合 ， 当 A, 是 空 集 时 ， 
c;—b;. 
MEW gS DL TL, ey, (T) "^65. ARS A; 7r HR, ie d; 

二 b,， 则 由 强 缓 增 条 件 有 

£y, (T) & CO + d(Yo,Y,))” 


«x CCo 1)! 0 ay, Yu» 


«CU (p 1) S AQ, Yu )™ 
因此 
u= X r= DV(di#.…#d,)", 

其 中 求 和 的 项 数 也 至 多 只 有 (p 十 1)* 个 , 还 有 

VIS GIG D*TIAG,. Yu", 
其 中 CG; ,Na 仅 依赖 于 g, Xom Sk. WJ S fj; my 去 01 C11,…， 
| ,应 用 引 理 6.4. 2 于 集合 J， 则 存在 仅 依赖 于 n 的 常数 C, , 
以 及 仅 依赖 于 n, 的 常数 Ci 之 Co, k >k tE 
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| rl ous CEU CHOC (D C sup. Md; Dua 7 
j€ K, j#0 


pl 
C sup ld, lle. o! T^ (Y, Yr)" 
JEK. JE j=0 

. I IA^C; Yu ) "tnis ， 
JEJ 


#p]2K|<2k, C; 5küx, 是 4.， 的 软禁 半 范 Bm ER. 
4- B,—sup Il by l LY 则 B, 只 与 6 在 S(1,g) 中 的 闭 范 有 关 . 


jEJ 时, 还 有 1 d, los Ms, us 因此 , $k =k tk, IJUJ' 
«2k. 则 有 
l| 11 Las CEPI CIO (p+ 1) BE? B 


pl i i N 
. Am) "TAO Ya) TAN 
j-? jE] 


最 后 , 由 于 有 了 = D Y= 9 v 因此 我 们 就 得 到 了 下 列 估 计 
LFI sa SC, C CB 0^ CC B, 2" (o 1) 


Te (Y;, Y) MI (Y;,Y4,) "^, 
RER m 与 《无关 ， 则 可 以 取 定 C, i, 使 得 
supfa Y. Z) ^ | gz dZ = C, <+ es. 
， 对 于 每 个 上, 取 nQ—RkN, MEJ ARE C (k), C Ck) , E; CR). 
最 后 于 Y,,, Y, 积分 , 则 有 
| (p*? )* ENETIY «C, C» C; C? (CB, yr 
: (6 B, )" (pF 775, 


现在 取 C, ECG OHD  G , DA B, lb b M osam. 这 就 
完成 了 引 理 的 证 明 . 

定理 6.4.6 假设 如 是 一 个 强 缓 增 的 (或 由 强 缓 增 的 度量 控制 
的 ) 度 量 , iR a€cSCl.g), Ca") A AEB AAT VOL). RM dac 
S(1,g), def aha =a $a 1. 

证 (Ri 1—5€S(1,g), | 5" || zu: <1. 我 们 首先 证 明 1 一 6 
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在 S(1,g) 中 可 逆 . 任意 给 定 &, 取 0<2<1, 则 存在 常数 C,%X( 据 定 
38 3.3.3), 使 得 

| (00^ ME osa. SEI CO? a ossa» ^. MC 和 ossa un 
另 一 方面 有 

EOS vopsite SUP aE O | ous SE E 0 azs 
C6*)? l o ossa es)y 则 可 用 引 理 6.4.5 估计 , 合并 后 有 

il (5*)* | k.OpCSC1. g)) 
< CC "CiCo 4 7 *P (6, [Lb] ui suus ^? 7" 


e (C usu 07 or M Ts. 
HF o os s eot uus <l, 可 以 取 6 充 分 小 (依赖 于 Co Le) 
使 得 
Ie LES CHO uos < 1. 
这 就 证 明了 
ll (6? oo S CO. E) p+ 1) e^, 
其 中 0<e<1. 因此 97 bt ESO, DH, 以 及 


+o- 
(1 —5)3 J  = 1. 
p=0 


现在 设 a€ S(1,g), (a*) 'EL(L’). 我 们 证 明 &a#4 在 
S(1,g) 中 可 道 ， 因 为 若 这 个 结论 成 立 ,， 即 存在 6€ S(1,g), 使 得 
bit(a:a)-—l. Pa =b#a, 则 a € S(1,g), 以 及 a dal. 由 于 
它们 都 是 自 共 示 算 子 , 还 有 ata =l. 

id w=a*。a*， 则 由 假设 有 

I u li = fr) a*u || ie < Cl au Ii. 
因此 
C luli S Gu) s C Iuli, 
Ku 0cO cO. 现在 令 s= (1—0), WI 5*—1—C,' 4, 以 及 
(b"u ,u) 9 (u,u) — C; (sfu,u) 
<S luli — GOC luli 
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C,—C 
«ES pug. 


Ee || 5* |l gaa «1l. 这 就 证 明了 s£—aitaiE S(1,g) 中 可 逆 . 这 样 
就 完成 了 当 g 是 强 缓 增 度量 时 定理 的 证 明 . 

下 面 设 g 由 一 个 强 缓 增 的 度量 g 控制 , 则 a€ S(1,g)C SC1,g), 
以 及 (a*) € (L^). 因此 由 前 面 的 结论 , 存在 a € S(1,g) 使 得 
a #a=a ža 一 1. 下 面 证 明 事实 上 有 a € S(1,g). 也 就 是 要 证 明 
VP,T€R", 当 gp(T) 委 1 时 , S 19r a (P)| Co, 以 及 高 阶 微分 
的 类 似 的 估计 . 

对 于 这 样 的 P, 工 记 Mpr(Y) 一 gp(T). 则 Me 了 是 关于 g 缓 增 、 
缓 变 的 权 函 数 , 且 缓 增 缓 变 常数 与 PT TX. 以 及 

dra € S(M, ,g) C S(M, r.g). 
因此 , 对 任意 的 &, 存在 与 也, 工 无 关 的 常数 C,, 使 得 
I Ora) ws p) < Ce 
另 一 方面 , 0—2,(a #a)= (3ra) tata #Ora). 因此 
Jra’ 二 一 a #3 a Ha. 


由 于 有 . 
lab ll isomo SCEI all isoo oss 

因此 对 任意 的 &, 存在 与 P, 工 无 关 的 常数 Ci, 使 得 

ll Ira’ Il KS(M, 118) & C, 
特别 地 , 34 k=0 时 就 得 到 了 lara“(P)| 委 Cogr(T),， 也 就 是 

la^ l nsa, p S C «t eo. 
类 似 地 , 对 于 了 ,TT ,Ts € R^, g,(T;) 1 可 以 证 明 

959, 4 € S(M, ; Me.s, B). 

这 又 导出 了 a dass) «oo. 最 后 可 归纳 证 明 eeS(1,g). 这 
就 证 明了 定理 . 

为 了 将 这 一 结果 推广 到 由 一 般 的 权 函 数 定义 的 象征 空间 
S(M,g) E, 我 们 需要 证 明 在 这 个 空间 内 至 少 有 一 个 “ 椭 贺 型 " 算 子 . 
这 在 经 典 的 情况 下 是 平凡 的 , 因为 (1 一 A)' 是 一 个 非常 好 的 椭圆 型 
算 子 族 . 下 面 建立 类 似 的 结 
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定理 6.4.7 假设 &8 是 一 个 强 缓 增 的 度量 ,AM(X) 是 它 的 一 个 光 
HA GR dE. 则 存在 唯一 一 个 定义 于 RXR” 上 的 映射 (1,X) 一 
DCX), 使 得 b,ESCM',g) 以 及 映射 1->0” RA R Fj ZO! J^) ik S 
的 ,并 且 对 于 所 有 的 :满足 


b, = 1+ [dog M) # bds. (6. 4.8) 
0 
此 外 ， 这 个 映射 还 是 C”(RXR”) 类 的 ,以 及 
3b, = (log MD db, (6.4.9) 
bb, = bus D =L C6. 4, 10) 


证 ”如果 在 (6.4.9) 中 不 是 象征 的 复合 运算 并, 而 是 通常 的 乘 
jk. 则 这 是 一 个 简单 的 常 微分 方程 的 结果 . 因此 我 们 将 采用 类 似 的 
方法 来 证 明 我 们 的 定理 . 

首先 假设 1 是 一 个 一 致 软禁 于 jy 上 的 象征 族 ,， 由 于 

| log M(X) 一 log M(Y)| < CA, (X,Y), 
LR VN, A(X,Y) 88,00 —SOBSXEE- FU, E, 我 们 有 
log M(X) = log M(Y) + y (X), (6.4. 11) 

其 中 o 5 y, 一 致 地 软禁 于 Uy, E. 现在 将 (6. 4. 8) 写 成 算 子 的 形 
式 , 并 且 局 部 化 , 就 有 


gbe ge «f & (log M)*b? ds 

=ø +f log M(Y) 6b" ds +f Ofyrb*ds, (6.4.8) 
将 G2” 作为 未 知 元 , 利用 一 阶 线性 常 微分 方程 的 求解 公式 , EER 

推导 后 可 知 (6. 4. 8) 可 以 由 下 面 的 方程 导出 : 
bb = M(Y)' (e + ['won7eersozas). (6. 4, 8)" 

因此 我 们 只 证 明 这 个 方程 . 

现在 固定 T0,k€N, 一 个 允许 权 函 数 m, 以 及 一 个 充分 大 的 
待定 常数 8. 5E V. Banach 空间 E 为 由 [一 TT,T] 到 V (L,Y) 的 满足 


下 列 条 件 的 连续 映射 B: t— B, 组 成 的 空间 : 
| BI = supe ^^ I B, ll ossia) <H. (6.4.12) 
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我 们 将 问题 稍微 扩张 一 点 , 给 定 a€ S(m,g), 研究 映射 
(LB), = C, = a” +f (log MD)*B ds， (6.4.13) 

由 于 工 ,& 是 任 给 的 , Ha m—1, 上 的 不 动 点 的 象征 就 是 (6. 4. 8) 
的 解 ， 我们 将 证 明 对 于 充分 大 的 S.L EE 上 的 一 个 压缩 映射 . 为 此 
对 C, HO 作 估 计 , 24 r0 时 , 将 1 换 成 一 :, M 换 成 一 M 即 可 .类 
似 于 (6. 4. 8)", 作 相 应 的 变换 后 有 

M(Y)"'82C, = 8ta* + | EMY) ye8,as, (6.4.14) 
引进 一 个 二 重 单位 分 解 , 我们 可 以 得 到 

m(Y) M(Y) 0YC， 


E "] t Z M Z ` w w w 
= m(Y) 0a" + X [EE eio.) 
- m(Z)  M(Z) 67, B,|gz |'"dZds. 
Hu TER”, gy(T;)<S1, j= 二 1,…,k. $ L;—c(T;, - )*, W 
m(O) ^ MCY)" [I (ad Lj) (8:C.,) 


JAER m Y)? [ [(ad Lj.) at 与 有 限 个 下 列 形式 的 式 子 的 和 
X [Krz] Lj) 
» "9? j€ J, 


* GnCZ) ! MCZ) "62, B.) | gz |" dZás, 
其 中 K(Y,Z,v)* 是 


m(Z)M(Z) yue 
n (Y)MQy TH 


5L,,j€ J, 的 重 登 交换 子 . 由 于 8; (T) & CUAL (CY, Z) , 利用 
Op(S(M',g)) 的 半 范 的 定义 , 我 们 有 
| [Coa LO (C27 MC) 762,.» | 
j€3, 


£7?) 


< CHA (Y ,Z) ^e || B || g. 
由 于 16, #Xy| 是 一 个 一 致 软禁 族 , 应 用 双 软 禁 定 理 于 97 (0 8 yy) 
并 9#yz,， 则 对 于 所 有 的 N 有 估计 式 
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I K(Y, Z," | sa S Cna (YD " Q0), 
其 中 a 的 一 个 适当 的 寡 已 用 于 吸收 当 |s| 委 工时 和 (2Z)M(Z)/ 
m(Y)M(Y 六 所 带 来 的 增长 阶 , 另 一 部 分 已 用 于 吸收 3?%z 的 软禁 半 
范 中 的 因子 (gz(T))'%. 
联合 上 面 两 个 估计 式 , 我 们 有 
| II Gd L2 enc)? Mr) exc.) | 


£(L?) 
< ‖ a* ll ossis + CrC ~ 3j | A (Y,Z) S" 
v 0 


035) "e^ [BI gl gz]? azds. 
现在 取 定 N 使 得 Aw…*“ 是 可 积 的 . 则 存在 一 个 与 8 无 关 的 常数 Ci 
使 得 
|l (LB), Il E. Op(nM' .g)) < |l a" il k Opi SC m. g)) 十 Có" I B li ge. 
这 证 明了 上 是 从 E 到 EE 的 映射 . 同样 的 计算 应 用 于 (LB,), 一 
(LB,), 就 导出 估计 式 
| LB, — LB, lg Ii B, — B, Ii E* (6.4. 15) 
现在 取 定 07 C,, 则 L EE 上 的 压缩 映射 . DIFE LB=B 的 
唯一 的 解 BC E, BI 
B, = a” + [ (og M)*B,ds. 
SEM Hi ExRÓSCYa-—m-idIE€B)T,.R, 则 对 于 充分 大 的 
o 由 于 解 在 中 的 叭 一 性 ,我 们 有 ，, 对 于 kik, T,T,, 相应 于 
(ea , T, BORRERUAS T TRITT (k, T) BO REER UE [ — T,, T, ].E. 因此 
我 们 可 以 得 到 一 个 定义 于 整个 R 上 的 映射 :一 B, EB € 
Op(S(M',g)). 因此 B, — 5, 6b.ES(M',g) 以 及 


b, = 1+ [ (og M)#6,ds. 


这 个 方程 表明 c, 限制 在 (一 ,TT) 是 一 个 取 值 于 S(M HMT g) 
的 光 宰 映射 .由 此 导出 微分 方程 


9b, _ 
t 一 (log M) #b,. 
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最 后 对 于 固定 的 s, 映射 c5, 4 0, 和 1:->b,4, 是 下 列 方程 的 两 个 
解 : 


c =b, «f (log M) s cde, 
[" 


现在 取 m— M', 则 由 (6. 4. 13) 的 解 的 唯一 性 ， A b, Ho Sbu 这 就 
证 明了 定理 . 
这 里 我 们 假设 了 权 函 数 是 光滑 的 , 对 于 一 般 的 度量 可 以 用 其 正 
则 化 
flog M2) ez X) | e;|'^ dz 
来 代替 (6. 4. 8) rH ff log M(X). 现在 我 们 就 可 以 证 明 本 章 最 重要 的 
结果 , 即 由 算 子 的 可 逆 性 可 以 导出 象征 的 可 逆 性 . 
定理 6.4.8 假设 g 是 一 个 强 缓 增 的 度量 (或 者 可 以 由 强 缓 增 
的 度量 控制 )，M AEG IGIEBUGR EE aC SOM. X d — ^ 
TRAGE GE M, a: HIM, g)> HOM,M ,g) X — Ap if Bk 
3. 则 存在 a ESCM got 
aita! =a dta — 1. (6.4.16) 
证 根据 定理 6.4.7( 令 1=1 和 :一 一 1), feXE DE SCM; ,gs)， 
0 ES(M,g), cES(M,M™ ,g), c € S(Mi'M,g), 使 得 
b #6=6#6 =1, cd#c=ce#c =l. 
Wi c"*a"-b" 在 L* 上 可 逆 . 因此 由 定理 6.4.3, 存在 d€ S(1,g) 使 
得 cHa#b#d=1, AEA a#b#d#c=l. $a =b#d#cE 
SCM g). WE aita'—a' 3ta—1. 这 就 证 明了 定理 . 


6.5 Littlewood-Paley 理论 


我 们 现在 进一步 研究 带 权 Sobolev 空间 ， 利 用 度量 的 强 缓 增 
性 , 我 们 能 给 出 一 个 比 6. 2 节 中 更 加 漂亮 的 带 权 Sobolev 空间 的 
Littlewood-Paley 理论 . 
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m S6 带 权 Sobojev 空 间 及 氢 微分 算 子 的 逆 


定理 6.5.1 假设 g 是 一 个 强 缓 增 的 度量 (或 者 是 可 以 由 一 个 强 
缓 增 的 度量 控制 的 度量 ). {gpy) 是 一 族 从 属于 {Uy,,} 的 单位 分 解 则 

D 存在 一 个 一 致 地 软禁 于 {Uy,,} 上 的 象征 族 {Jy}, 使 得 

[oso le lav mis (6.5.1) 

2) dX u€ HOn, g) 885 3, 2 25 X A 4E F3] Littlewood- 

Paley 型 估计 : 
[emot Lea Me Ley Pay <+ 0. 

根据 Sobolev 空间 H(m,g) B)xE X. 6.2. 1, 立即 有 1) 之 2). 因 

为 令 
Jy. = dy. Oo 5 prs dy, — 0, 7 0, v zz, 

W DREE I u ll 5 os 的 定义 . 而 1) 的 证 明 则 由 下 面 的 引 理 给 出 . 

引 理 6.5.2 S A= [ce lg |" dY 是 多 (1L?) 中 的 一 个 可 
iÉ Xx. 

由 这 个 引 理 立即 可 以 推出 定理 6.5.1 的 (1). 因为 由 前 面 的 定 
理 6.4.4, 4 的 逆 也 是 一 个 拟 微分 算 子 c", 其 中 e€ S(1,g), 所 以 

1 = [et ec vM ay ^Y. 


令 内 一 c#gy, 则 {gy| 一 致 地 软禁 于 Uy, 上 . 
引 理 6.5.2 之 证 明 ”由 于 函数 py ELEK, g RAHMA 
F, 所 以 
[wd = (Buu); + (Cu,u):, 


其 中 
B= [| esetlasU^av Lez I^ az, 

gy (Y-Z) SR 
c= [| estere l'^avlg,|'^az, 

gy(Y-Z)2R 


R 是 一 个 充分 大 的 待定 常数 ， 由 Cotlar 引 理 
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现代 偏 微 分 方程 引 论 ee 起 汉 大 


Ici va! 委 sup ll] ll g5eT 


ss(5 D> P ODR 
? zPY | £a?) | gy | dy | Bz | 2 dZ 


«<C sup lll A(S, T) ^A (T,Y)" 
gg(S-T)2R : 
g,UY-Z)2R 


-AZY) |gy | dY | gz |^ dZ. 

由 于 1 十 gy(Y 一 Z) 志 CoA,(Y,2Z)% ,有 
A(S.T) * CCN + g.(S— T)) VS 
«C, R) "s, 
因此 取 N>2aN,, 则 当 R= 十 ce 时 ， 上 式 趋 于 0. 因此 可 以 取 定 一 
个 充分 大 的 R, fB4 | C l| ou: 1/2. 这 时 就 有 
I ul 2(Bu sx)is 
<2 [| debel las" dlgl' dz 


By(Y-Z)& R 


< [ Olgu hit esViole Pales p^az. 


gy (Y7 Z) &R 
由 于 g 是 缓 变 的 , 存在 仅 依赖 于 R 的 常数 R', 使 得 当 e (Y— Z)« 
RFT, A g; (Y—Z)«R'. 这 时 对 于 已 经 固定 的 RRA 


|gz |^ dZ «t ee, 


sup| 
Y Jg,(Y-Z)«R 


sup| 
Z Jg,O-Z)«R 


Les ^dY <+ oo. 
这 就 最 后 证 明了 
Vui C [I gu Wi lol dr = CC ans 


因此 A xk LPEE. 这 就 证 明了 引 理 . 

对 于 带 权 Sobolev 空间 , 我 们 还 有 下 列 有 用 的 结果 . 
”定理 6.5.3 1) 假设 M 是 g 的 一 个 允许 权 函 数 ，xE 9'(R"). 
则 下 列 三 条 性 质 是 等 价 的 : 
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G) u€ HOM,g). 

Gi) E a€ SCM, g), A a"u cL. 

GD 存在 a ESCM ,g), v€L', 使 得 ww 二 a "v. 

2) ZAIRE HCUM,g) 中 稠密 . 

3) 空间 也 (UM,g) 的 对 偶 空间 是 HCM ',g). 

证 ”我们 已 经 有 (让 和 >(ii), 反 过 来 根据 定理 6.4.6, 存在 一 个 
JAT a* € Op(S(M,g)), 假设 它 的 逆 是 a. Wl a^: 上 ?一 
H(M,g), 因此 u—a'"a"*u € H(M,g). (ii) SATF (CO t dise 
6. 4. 6 导出 . 

HT IRE LR) HAE, 以 及 由 定理 6.4.6 存在 4a € 
SC(M,g) 使 得 a". L* 一 H(M,g) 是 同 构 映射 , KiE a^" (F(R )) t 
在 HCM , g) PHE. 

最 后 对 于 定理 06.4.6 中 的 可 逆 算 子 a”, RAN (a"u,a"u)p È 
H(M,g) 上 的 内 积 , 因此 a*a* 给 出 了 H(M,g) 到 它 的 对 偶 上 的 一 
个 同 构 . 但 是 这 个 算 子 是 从 HOM g) El HOM! ,g) HJ — POUR. 这 
就 证 明了 定理 . 

最 后 研究 Sobolev 空间 H(M,g) 对 度量 的 依赖 关系 . 称 允 许 权 
函数 M 对 于 一 个 Hórmander 度量 是 正则 的 , 若 有 ME S(M,g) 前 
面 已 经 证 明了 任何 一 个 允许 权 函 数 都 是 等 价 于 一 个 正则 人 允许 权 函 数 
的 . 

定理 6.5.4 假设 M 同 时 是 关于 两 个 H6rmander 度量 gg 
的 正则 权 函 数 . 则 HOM, g) — HOM, g,). 

事实 上 , 在 定理 6.4.5 的 证 明 中 , 单 参数 族 12 上 的 无 穷 小 生成 
元 log M 与 度量 的 选取 无 关 . 因此 b 同时 是 H(M,g ) 到 L^ 以 及 
H(M,g;) 8l L' 的 双 射 . 这 就 证 明了 定理 . 

当 M 不 是 正则 时 , 无 穷 小 生成 元 是 log M 的 正则 化 , 这 时 正则 
化 过 程 是 与 具体 的 度量 有 关 的 . 因此 对 于 一 个 一 般 的 相应 于 两 个 度 
RUPE, 我 们 并 不 能 得 到 上 述 结论 . (BE, 特别 地 如 果 
gy gs. AR M 是 相应 于 这 两 个 度量 的 一 个 允许 权 函 数 . 则 也 有 

H(M,g,) - H(M,g,); 
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因为 这 时 将 M 关于 e, 正则 化 后 得 到 的 权 函 数 关于 g 也 是 正则 的 . 
我 们 以 后 将 经 常用 到 这 一 结果 . 


6.6 Hórmander 2E rj MË T B9 3o 


TE F— 3X, 我 们 介绍 非 齐 性 空间 上 的 拟 微分 算 子 在 研究 非 线性 
双 曲 型 方程 的 奇异 性 的 传播 方面 的 应 用 , 即 所 谓 高 次 微 局 部 分 析 . 
在 本 节 我 们 介绍 它们 在 另 一 类 算 子 上 的 应 用 , 我 们 将 利用 前 面 所 讲 
的 非 齐 性 微 局 部 分 析 来 证 明 Hórmander 平方 和 算 子 的 逆 还 是 一 个 
拟 微分 算 子 . 从 这 一 结果 我 们 也 可 以 看 出 为 什么 要 建立 非 齐 性 的 微 
局 部 分 析 , 以 及 怎样 根据 所 研究 的 算 子 来 选择 和 构造 相应 的 最 合适 
的 权 函 数 和 度量 . 而 这 是 一 个 非常 复杂 的 问题 . 

假设 Pie, Pa € Sio(R") 是 一 组 实 的 象征 . 假设 它们 满足 所 谓 
的 二 阶 Hórmander R, BD: 存在 常数 C>0 使 得 对 于 所 有 的 (xz ,é&) 
€R'XR'N0], 有 


DP :+ M P,P? a,l Cle, 
j=1 ij 


(6.6.1) 
其 中 P (j= 二 1,2,…,m) 表 示 P; 的 主 象 征 . 本 节 就 是 要 研究 下 面 的 
Hórmander 型 算 子 


Ag = 1+ BP’ (zx,D),P,;(x,D) (6. 6. 2) 
j=1 


的 逆 , 其 中 Pj (x,D) 是 P; (xz, D) BSJÉGNGESU CT. 众所周知 , 它 是 
一 个 次 椭圆 算 子 ( 见 [H61,R-S]), BD: 存在 常数 C0, 使 得 任 给 
pECo(R"), 有 

lgl inzan ECE (Ang,p)|+ lel ize), (6.6.3) 
利用 这 一 次 椭圆 估计 和 闭 图 像 定 理 可 以 导出 An 的 逆 是 存在 的 . 但 
是 , 以 前 我 们 只 知道 它 是 一 个 奇异 积分 算 子 . 现在 我 们 将 证 明 这 个 
逆 实 际 上 也 是 一 个 Hórmander 型 拟 微分 算 子 . 

对 于 X 一 (z,6ER”，,， 令 
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1A 


G(X) = (1+ 3IPAOO | B HPTPAIOOFT) ， 
| (6. 6. 4) 


2 2、_ (ey! dx? de! 
gx (dx ,dé ) G OX) toG (6. 6.5) 


EROS OH L8) 7. 我 们 将 利用 它们 作为 要 研究 的 拟 微 分 算 子 
的 权 函 数 和 度量 . 由 假设 (6. 6. 1) 首 先 有 下 列 结果 , 存在 常数 C0 
使 得 


C| (EYP < G(X) < Cle), (6.6.6) 
Cgo Sg S Cipar (6.6.7) 
以 及 满足 下 面 的 命题 . 


命题 6.6.1 由 (6.6.5) 定 义 的 度量 5 是 一 个 缓 增 、 缓 变 和 满 
足 测 不 准 原理 gx 魏 84 的 度量 , 而且 可 以 由 强 缓 增 的 度量 g1.2,1/s 控 
制 . 由 (6. 6. 4) 定 义 的 函数 G 是 gg 的 一 个 光滑 允许 权 函 数 ， 以 及 
Ay € OpCSCG! ,g)). 

证 由 于 P?(X) 都 是 光滑 函数 ,而 且 度 量 g 是 由 权 函 数 G SE 
义 的 , 以 及 1 十 31 LP; P, <C, 因此 我 们 只 证 明 G 关于 度量 
Binan EER. 而 由 命题 5.1.4 可 以 只 证 明 G 是 缓 增 的 . 利用 对 
称 性 , 对 于 X= 二 (x,é), Y= (y, 


Gigaz Ry CX — Y) (Sean 7 Brean?) (X —Y) 


2 
-LOR | yl 
(T) (5 Gy 
(6.6. 8) 
下 面 研究 
G(X) , ,G'(X) - G'Q) 
G'(Y) G'(Y) 


的 估计 . 为 此 先 估计 P,e - P? Cy. , BEARER a,b 有 
at— b 一 (& 一 5 十 中 :一 中 
—(a— b)! -Ab(a— b)! +68 (a—bY! --Ab (a— b), 
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因此 有 
| PCz,e 一 PC 
«62; |P? (2,8) ~ P (y, |G (Y), 
类 似 地 有 
IP? , P? * CX) — CP? , P? CY) | 
< [LPLP?)OX) - EP2, P2 (Y) | 
+ IUP?,P?)CX) — EP, P? (Y) |G (Y). 
另 一 方面 , 有 
| P5(x,8) — P Cy 3 | 
< [PiG.8-PiG.0lt|PiG.0-—PiG.pl 
« Clel Ix — yl Cle gl. 
HFIP, P? I,E - LP? P? (> 人 也 有 类 似 的 估计 , 这 就 导出 了 
G(X) 一 
GG ^ 


G'(Y) : 4—k A—k 
5 E QM 


+ [£— g| 6 * cv). 
因为 GYS) "^ ,所 以 


eO S O2 < cD yD 
+ [e= gl, 

取 e>0 充分 小 , BÆRR IES “|7| 的 情况 ， 

eO O2 Dea 


G'(Y) 
十 | 一 让 全 (7 "9^. 
同时 还 有 
(Gp ~ ol ue 
CEN A CES ESSEN 
这 就 给 出 了 当 |é|e |y BER OBS, 
G'(X) .|G'(X) — . EM 
Go [Gran [HICA Goss (x Y). 
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MER elél >in, 由 于 
| P? (2,8) — P? Cy, ] 
< |P} (2,8) — P? (x |+ | P? — P269 
« C|£— gl C|x — yl dul. 
DA SGSETF | [P2 P? (5,6) CP? P? (y | 284A 88 fS , 有 


4 øm 3 
G (X) G (Y) < C» |z— y|** Gp o9? 
k=0 


G' (Y) 
*|£—35|l**G "9^. 
对 于 e 充分 小 ， 
oq 00 Ql od 
(cr) ~ (9, (tp (29' |£— gl Inl. 
因此 又 可 以 得 到 
eO D VERGINE 
«ex Ed (B75) 


|£—51** | 
MITES (Qt ?^ 
这 就 最 后 证 明了 命题 6. 6. 1. 
对 于 相应 的 Sobolev 空间 , 利用 前 一 章 的 结果 有 
H(G',g) 一 = H(G ,81/2.172 ) 
因此 我 们 将 它们 简 记 为 H(G'). 下 面 先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 6.6.2 算 子 AL 是 一 个 从 是 (G') 到 LL*(R") 的 同 构 映 射 . 
证 我们 只 需 证 明 这 个 映射 是 可 逆 上 映射, B Vue H(G’) 有 下 
列 估 计 式 
lu dl HC ) «Cl Ahu lus. (6. 6.9) 
而 由 定理 6.5.1 有 


lod ies = | Ge er Mis av, 
其 中 利用 了 |giy.41=1. BE A> 充分 大 , 将 Re 分 割 成 微 局 部 
的 次 椭圆 区 域 5。 和 椭圆 区 域 P，: 
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. « AQ, 
= {Y = (y,i GY) Z AQ'^ h. 
ERREK S, 中 , 利用 算 子 An 的 次 椭圆 性 ， 有 


| .oho ld <A | lu ldy 
"A 


Pd lul 2e SAEC Il AZ Hz. (6. 6.11) 
在 椭圆 区 域 Es F, 
emere fn P,P} P; * 2l [P; ,P; | P,, P]. 


则 , 微分 算 子 G,(z,D) 的 主 象征 是 GG. " 因此 
I—(G')**G,(x,D) +R, 
其 中 R€Op(G(QG, .g)). 因此 
G CY) | oču ll 22 2CI erG* (Y) (G* )"G, (zx,D)ul re 
+ | grG OO Ru d i). 
4 dy —G'gy G^, 则 {gy1 是 一 个 一 致 地 软禁 于 {Uy.,| 上 的 象征 族 . 
因此 
| . ll ezG* (Y)(G *G, (x,D)u li: dY < C || G, (x,D)u lt. 
对 于 余 项 , S 
pr#o(R)， 若 YE€ EE， 
*  ]o, # YES, 
因为 REOP(S(A ,8E))COpP(S(A (8124/2?) 以 及 当 YCE, 时 
APQO«AC, 由 此 导出 
| G'(Y) ll et ° Ru || i; dY = l „G° (Y) || Bu l1: dy 
<% | u IF HG)” 
这 样 我 们 就 得 到 了 估计 式 
ll u |l uc €CA)C |l Apu li L 十 ll G, (z, D)u lr L +5 | u lj HG) > 
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取 A 充 分 大 , 则 上 面 的 不 等 式 的 最 后 一 项 可 以 被 不 等 式 的 左边 吸 
Wr. 另 一 方面 , 由 于 G,(x,D),A4 都 是 自 共 斩 算 子 , 并 且 有 相同 的 
主 象征 , 因此 
G,Cx,D) = A4 - CT Bi3kSERS ET RT), 
利用 An 的 次 椭圆 估计 (6. 6.3), 立即 有 
IG, (z,D)u ll zz C ll AS |l}. 

这 样 就 证 明了 5 引 理 . 

现在 我 们 可 以 证 明 下 面 的 主要 定理 . 

定理 6.6.3 — Hoórmander 平方 和 算 子 Ap 89 3E Aj 是 一 个 属 
T OpCSCG ?,g)) 类 的 拟 微 分 算 子 , 即 : 存在 a€ S(G “,g) 使 得 


Aqu) = | " e" * a(r,euCE) dE. (6. 6. 12) 
R 


证 ”利用 引 理 6.6. 2 和 定理 6.4.6, 我 们 有 Az € Op(S(G 一 ， 

g1/2.172 ) ). 由 于 还 有 AprEOp(S(G ,gilz))， 因此 
yn 一 An e An € Op(S(G ^ sgian) )s 

BJ: 存在 a€S(G ,gi5a5), 使 得 Ag. =a". 我 们 要 证 明 , 事实 上 
fi a€ SQG ',g). 

id Lj—o(T;, 0)", T ER”, 则 有 

ad L; ° Ag. = Ag (ad Lj; ° Ag) Ag- 
由 于 AnE€S(G’,g), 有 
ad L; ° Ay € Op(S(G’g. (T;)'" ,g, 152). 

因此 由 归纳 法 


k 
ad L, e + e ad L, ° Ay € Op(S(C | [z. (TYP 8 55))- 
j=1 


由 于 

ad L, e = o ad L, ° Ag = ad L, » + o ad L; * a", 
其 象征 是 ar Oa CX) ET sce COIT, g (TYP ginan). 因 
此 由 象征 的 定义 (5. 1.7)( 取 0 阶 微分 ) 就 有 


k 
[25 725a (X) | & CG [ Tex CT)". 


j=1 
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这 就 证 明了 定理 6. 6. 3. 

由 定理 6. 6. 3 我 们 可 以 看 到 , 对 于 退化 椭圆 算 子 Ar , 在 适当 的 
度量 和 权 函 数 下 它 有 "椭圆 "性 . 当然 , 对 于 一 个 一 般 的 退化 椭圆 算 
T. 寻找 合适 的 度量 和 权 函 数 又 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 对 于 一 些 
特殊 的 算 子 , 文 [Zhj 构 造 出 了 相应 的 度量 和 权 函 数 ,， 并 且 得 到 了 类 
似 于 定理 6. 6. 3 的 结果 , 可 以 作为 这 类 困难 问题 的 例子 . 
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在 前 一 章 的 最 后 一 节 , 我 们 利用 非 齐 性 拟 微分 算 子 研究 了 一 类 
退化 椭 贺 算 子 的 基本 解 . 在 那里 我 们 注意 到 了 空间 的 非 齐 性 与 算 子 
的 各 向 异性 是 正好 相配 合 的 , 这 就 是 非 奇 性 微 局 部 分 析 与 经 典 微 局 
部 分 析 的 差别 所 在 . 同时 , 非 奇 性 微 局 部 分 析 可 以 用 来 处 理 更 多 更 
复杂 的 问题 , 因为 非 奇 性 度量 的 选取 有 相当 大 的 自由 度 . 如 同 经 典 
的 微 局 部 分 析 除 了 可 以 研究 椭圆 算 子 的 基本 解 外 , 还 可 以 用 来 研究 
线性 双 曲 型 算 子 的 波 前 集 和 奇 性 传播 ,本章 就 简要 地 介绍 一 下 非 奇 
性 微 局 部 分 析 在 研究 非 线 性 方程 的 解 的 奇 性 分 析 方 面 的 应 用 , 即 所 
谓 高 次 微 局 部 化 理论 . 特别 地 , 我 们 介绍 二 次 微 局 部 化 及 在 非 线 性 
偏 微分 方程 解 的 奇 性 研究 中 的 一 些 很 有 趣 的 应 用 ,从 而 展示 这 一 套 
理论 在 偏 微分 方程 研究 中 的 巨大 潜力 .由 于 这 一 理论 相当 复杂 和 正 
在 发 展 中 , 我们 在 这 里 只 作 一 简单 的 介绍 ， 有 关 的 具体 细节 见 
[ Bon2,3]. 


7.1 高 阶 的 度量 和 软禁 


7.1.1 非 缓 增 的 度量 


我 们 现在 给 出 在 R”" 中 具有 下 列 性 质 的 度量 g 的 一 些 例子 ,由 
这 些 度量 定义 的 象征 类 S(m,g) 中 的 元 素 在 靠近 R” ep RUE I 
余 法 从 时 有 奇异 性 ,由 于 这 些 度量 不 满足 缓 增 关系 (5. 1. 19) (或 
(5.3.3), 它 在 R" 中 与 (5. 1.19) 等 价 ) 所 以 想 把 这 些 象 征 量子 化 时 
就 出 现 了 问题 , 这 就 是 我 们 引入 高 次 微 局 部 化 的 基本 动机 . 
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下 面 先 研究 与 原点 的 余 法 从 相对 应 的 度量 . Wir =min| zl’, 
1], 考虑 以 下 度量 
1l+|él 2 1 2 

gx rir ed tige (7.1.1) 
我 们 有 . 

$n Saa IHIZI Ie ue 

gx— Oel )dz 十 I+ el dê‘, 
以 及 


和 一 (1 十 | 工作 1 力作 
容易 看 到 性 质 (5. 1.4) ( 缓 变 性) 和 (5. 1. 18) ( 测 不 准 原理 ) 是 满足 
的 . 另 一 方面 , 若 取 
z=y=0,18|=R,|y|=R,R—o, 

容易 看 到 缓 增 性 质 不 满足 ， 然 而, 对 应 的 象征 的 优点 是 明显 的 : 若 
h(x) 是 0 阶 齐 次 、 且 在 原点 外 是 CT 的 函数 , 我 们 可 使 它 对 应 于 
S(1,8) /S(A “”,g) 中 一 适当 定义 的 元 素 , 为 此 只 需 取 一 函数 9(1)， 
M [e 1/2 时 等 于 0, [eL 时 等 于 1, 并 考虑 象征 h(x)9(|z|1e|). 
将 函数 1 表 为 这 样 一 些 函 数 A, 的 和 , 这 些 函 数 集中 在 空间 R”* 的 小 
锥 内 , 我 们 看 到 , 若 这 种 象征 量子 化 是 可 能 的 话 , 就 可 以 在 x 上 作 
锥 型 分 割 , 这 在 通常 的 拟 微 分 计算 中 是 不 允许 的 . 

再 考虑 与 一 平坦 子 流 形 的 余 法 从 相对 应 的 度量 . XS S 是 在 
R^ XR ?中 由 方程 x”==0 表示 的 子 流 形 , 则 其 对 应 的 度量 为 


de”? de^ 
A trjg 


其 中 4 二 1 十 | |? 十 1x|*1&l*. 对 应 象征 量子 化 的 可 能 性 导出 齐 次 算 
子 (D1,…,D, ,zot11D|,…,x,1D|) 的 合理 定义 . 
最 后 看 与 p 一 1 阶 接触 元 素 对 应 的 度量 . 为 简单 起 见 在 平面 R 
上 考虑 问题 . 我 们 定义 41 ,hz ,hs 和 gs 分 别 为 
SIEH ， 
Alc (G ry )( v), 
SLIEPE yg HY HE N., 


(7.1.2) 


2 
g= dz” -LCISU LE [dz 十 
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2 2 2 
= de + dy + gud x. (7.1.3) 


为 理解 这 一 似乎 难以 理解 的 定义 ， 必用 页 注意 在 由 1g| 二 e|z| 和 | 二 
elz7| 所 确定 的 区 域外 , 度量 g, 等 价 于 一 与 原点 余 法 从 相对 应 的 度 
B. KOX, 在 这 一 区 域 及 原点 的 邻 域 内 ， 我 们 有 
和 
其 中 six 十 |y| zl 十 | 外 /yl; A,2eslxllgl. 特别 地 , 给 两 
条 曲线 y—ax^ 和 yy 一 Bx?, ap, M 在 S(1,g;) 中 存在 象征 , 在 第 一 
条 曲线 的 余 法 丛 的 邻 域 中 为 1, 在 第 二 条 曲线 的 余 法 从 邻 域 中 为 0. 
与 几何 关系 对 应 的 度量 的 其 他 例子 可 在 [B-L] 中 找到 , 例如 与 
一 个 迷 向 子 流 形 ， 两 个 完全 相 截 的 Lagrange 子 流 形 ， 一 个 
Lagrange 流 形 的 余 法 从 的 Lagrange 子 流 形 等 各 种 几何 关系 对 应 的 
度量 都 曾 由 Lebeau ( 见 [Le3]) 和 Sj6strand ( 见 [Sj1]) 在 解析 背景 下 
研究 过 . 


7.1.2 几何 条 件 


为 简单 起 见 , 我 们 在 整个 RU 中 考虑 问题 ,局 部 的 情况 在 [B-L] 
中 有 讨论 . 给 定 一 族 上 升 的 度量 g, ,…,g, 它们 定义 在 R” BOE WS 
E (5. 1. 4) XE IE E RI (S. 1. 18)( 测 不 准 原理 )， 因此, 对 所 有 的 Y 
我 们 有 


Ery) Sgm rle) S gmr) X giy C2. 

用 第 5 章 的 几何 记号 , 对 与 e, 相 联 系 的 概念 使 用 指标 [U,y.,; 
nA gyo i] ART g 也 用 无 指标 的 形式 , 象征 类 不 记 作 
S, (mr,gi,R”) 而 记 作 S(m, gi) G5 0 一 R” 时 ,象征 类 的 定义 对 支 集 
无 任何 要 求 )， 当 / 增加 时 , 象征 的 计算 愈 来 愈 精细 (有 更 多 的 象 
征 ), 但 这 样 计算 的 “收益 ”减少 (由 的 下 降 表 出 ). 为 将 渐 近 计算 
量子 化 , 我 们 需要 以 下 两 个 假设 . 

相对 的 对 称 缓 增 性 ”对 每 个 半径 充分 小 的 gR, 度量 gu 具 
有 一 致 常数 的 对 称 缓 增 性 . 更 明确 地 说 ，g, 在 R” 中 满足 (5. 1.4)， 
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HFE CHN, 使 得 对 /二 1,…,k 一 ]1 有 


gx(X—Y) <C> gait < CO + gts (X Y)". 
Y 


H1 


可 比较 性 存在 C 和 六 , 使 得 对 /二 1,…,k 一 1 有 
Bax )«CA, CX)" g, y * ). (7. 1. 4) 
注 ”在 应 用 于 源 于 几何 的 例子 时 , 我 们 经 常 有 gix —ALCX) gx 
特别 , 所 有 前 面 引信 的 度量 的 例子 都 是 这 样 . 同样 地 , 我们 有 
Emx S Eaux S Enx = A(X) gi x , 
并 且 自 然 满 足 条 件 (7. 1. 4). 
对 于 前 面 引 入 的 这 些 度量 , 我 们 已 知 它们 不 是 整体 缓 增 的 , 但 
只 要 适当 选取 一 串 g, 它们 都 是 相对 缓 增 . 例如 , 在 与 原点 的 余 法 
从 相对 应 的 度量 和 与 一 平坦 子 流 形 的 余 法 从 相对 应 的 度量 这 两 种 情 
GL, g, 取 为 通常 的 度量 中 : 
dz? + de^ /(1 +| £ |7), 
meg: 29 (7. 1. 1) 或 者 (7. 1. 2), 可 验证 相对 缓 增 条 件 是 满足 的 . 当 涉 
及 由 (7.1.3) 给 出 的 度量 g 时 , 必须 取 g 同上 , 取 g; 为 相对 于 原 
点 余 法 从 的 度量 . 
下 面 我 们 看 量子 化 原理 , 为 简单 起 见 , 我 们 考虑 由 g Se 定义 
的 二 次 微 局 部 化 的 情形 . 对 a€ S(1,g*), 记 
a" = far | gy | dy 
(其 中 aSpa), 这 样 定义 的 算 子 a* 没有 什么 用 处 . 由 于 没有 缓 增 


性 , 就 使 得 尽管 用 Cotlar 引 理 可 知 a* 有 意义 , 例如 工 EE, 却 
还 是 不 能 使 ayaz 有 充分 小 的 模 . 为 此 我 们 定义 另 一 种 量子 化 


a? = Jer ° ay * dy | gy l'^dY. 
这 里 By 在 S(1,g,) 中 是 有 界 的 , 其 支 集 在 以 Y 为 心 的 g,- 球 中 , 并 


”同样 可 取 “ 调 和 振荡 ”的 度量 (dz 十 df)/(1 十 |z|? 十 |&|:). 那么 我 们 
dig. 车 必要 的 话 可 在 g, 的 定义 中 将 |z|” 截断. 
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且 在 ay 的 支 集 上 等 于 1, 现在 由 以 下 两 个 理由 , dy ay y 7:270 
有 小 的 模 . 若 g,,y(Y 一 Z) 是 大 的 , 那么 由 于 g, DER, Deor 
有 一 个 小 的 模 . Æ gj,y(Y 一 Z) 是 小 的 , 则 在 这 两 点 所 处 的 区 域内 我 
们 有 g: 的 对 称 缓 增 性 ,并 有 一 致 的 常数 . 

最 后 , py 在 ay 的 支 集 上 等 于 1, 我们 可 以 希望 它 并 不 干扰 象征 
的 渐 近 计算 ( 模 4;”). 对 六 限制 的 象征 空间 , 我 们 不 是 把 它 定 义 成 
其 他 任何 空间 ,而 是 定义 为 软禁 象征 的 “三 明治 "空间 (对 g ,…， 
gt)， 并 适当 地 完备 化 . | l 

7.1.3 高 阶 的 软禁 

设 6 和 ZF 是 7'(R”) 的 两 个 子 空间 ,赋予 一 列 半 范 (所 加 下 标 是 
重要 的 ) 后 形成 两 个 Fréchet 空间 , 我 们 设 映 射 # 是 从 86 x 多 连续 映 


到 Z'(R"). 那么 投射 的 张 量 积 的 完备 化 8 的 也 典 则 地 贬 有 一 列 
半 范 , 且 存 在 唯一 的 连续 线性 映射 x, 使 以 下 的 交换 图 成 立 ; 


EXF 9 eg 
X | 
F'(R”) 


我 们 记 x 的 像 为 8 HTF, MUS — 9] 6607 /ker x 的 典 则 的 半 范 ， 
这 是 一 个 Fréchet 空间 . 事实 上 , 我 们 考虑 的 空间 都 是 与 Y(R2 ) 相 
同 的 , 因为 可 以 证 明 9^3 9 — 9, 但 这 里 重要 的 不 仅仅 是 Fréchet 的 
结构 , 而 是 半 范 的 一 列 下 标 . 
例如 , 若 EAr 6, 依赖 于 参数 Y, 张 量 积 与 商 的 万 有 性 质 表现 
为 以 下 的 性 质 : 从 E AA 到 久 的 线性 映射 Ty 对 于 站 是 一 致 连续 
的 充 要 条 件 , 是 双 线 性 映射 (e, f) >T, (e & 了) 对 于 Y 是 一 致 连续 
的 , 这 就 是 说 对 任意 的 p. 存在 9,C, 对 任意 的 e,/ 有 
上 Ty (est O ,yy « Cllell y flus. - 
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REI- | 中,y 是 在 适当 空间 中 的 第 p 个 半 范 .下 面 我 们 总 以 W- 
Confí(g,,Y,r) ( 贼 有 一 列 半 范 ) 表 示 这 样 一 个 象征 的 空间 , 其 象征 
软禁 在 球 U, y P. 
定义 7.1.1 1) 上 软禁 (在 严格 意义 下 ) 象 征 的 空间 Conf(1,Y,7) 
用 递 推 式 定 义 ， 即 /二 1 时 由 下 式 定义 
Conf(1,Y,r) = W-Conf(g,Y，r)， 
当 ! 一 2，…,& 时 
Conf(1,Y,r) 一 ConfGC — 1, YD 4 W-ConfCg, Y 7) 
3t Confa — LY 7). 
2) 可 以 忽略 的 上 软禁 象征 的 空间 Negl(1,Y,7) 是 空间 (RP) 
王 以 如 下 一 列 半 范 : 第 户 个 半 范 等 于 
$)AQ Ie Mss 


qtr- p 
Xd e |, X Cont, Y, nAg r^ X $e. 
3) 大 软禁 (在 广义 的 意义 下 ) 象 征 的 空间 Conf(k,Y,r) 定 义 为 


k+l 
Conf(k,Y ,r) = Conf(k,Y,r) + 2)Negl(l,Y,7), 
H 


并 赋 以 和 空间 的 典 则 半 范 (指标 按 自 然 数 N 重 排 ). 

定义 中 2) 不 难 理解 : 一 族 一 致 有 界 的 可 以 忽略 的 象征 (ay ) 是 这 
样 一 族 象征 , 它 使 得 对 所 有 p, Ou (Y)'a, ) 是 一 族 一 致 有 界 的 软禁 
象征 . 

空间 Conf(&,Y,r) 的 伴随 空间 是 一 个 由 软禁 象征 作 重 复 的 
Weyl 运算 所 作成 的 “三 明治 ?空间 , 我 们 将 看 到 在 这 个 空间 上 加 上 
对 前 面 的 运算 是 可 忽略 的 象征 是 很 有 用 的 , 这 就 是 定义 中 3) 的 意 
X. 

正如 对 于 第 一 次 微 局 部 化 一 样 , 这 里 一 个 基本 结果 是 对 
Conf(A,Y,r)XConf(R,Z,r) 的 元 素 的 双 软 禁 的 定理 ,必须 预 先 递 
推 地 定义 一 个 函数 , 当 Y 和 Z 相距 很 远 时 ,这 个 函数 可 以 估计 出 
Conf(b, Y ,r) XConf(k,Z,7) 的 元 素 充 分 小 . 

定义 7.1.2 3 rr, 充分 小 时 ， 函 数 Ar(Y,Z) 递 推 地 定义 
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如 下 : , 
D 函数 Al,(Y,Z) 是 相关 于 度量 g; 的 函数 6,(Y,2). 
2) 对 /二 1,…,k 一 1, ik 
Aui OZ 
MN CO ALCY Z2, 
一 若 gly(Y 一 Z) 之 开 r? Ag. Y-25kKr' 
infa ONADA YZ); SCY,Z))， 其 他 情况 . 
常数 KK 选 得 充分 大 , 使 得 
inf(g, (Y — 2) ,gs(Y — 2) > Kr? 
—AQ x C0,(Y, 2. 
这 一 距离 的 重要 性 完全 类 似 于 函数 2 : 存在 C 和 NN 使 我 们 有 
sup| A. (Y,Z)" | g,z l'^dZ « eo, (7.1.5) 
Yen, n, 


gx(Y-2) 之 Cr? > AQ) < Ar (Y,Z)". 
现在 可 以 陈述 主要 定理 如 下 : 
定理 7.1.3 存在 C14 r0, 使 得 对 r<r 和 所 有 N, ik 
射 
(a,b) — Ac OZ» attb, 
Conf(k,Y,r) X Conf(k, Z,r) — Conf(e, Y, Cr) X Conf(e,Z, Cr) 
是 连续 的 ， 且 对 了 和 2Z 是 一 致 的 . 


7.2 次 微 局 部 化 


我 们 先 考 虑 大 微 局 部 微分 算 子 . 这 种 算 子 的 定义 和 研究 与 我 们 
在 5.4 节 所 作 的 十 分 类 似 , 只 是 将 与 g 相对 的 软禁 换 为 -软禁 . 我 
们 从 权 函 数 的 定义 开始 . 

定义 7.2.1 /1 阶 的 权 递 推定 义 如 下 : 1 阶 的 权 是 相对 于 g 的 
A4 (E 35.1.2 5 € 35.1.50, 3p 192, b, LES AR EX 
如 M(Y)m(Y) 的 函数 ,其 中 M 是 1 一 1 阶 的 权 , m 则 满足 以 下 条 件 : 
当 gy (XYK h 
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C^7AL,C Pm OO CA 1 CY)", 
mOD/mGOOs CQ gy OX- Y). 
最 重要 的 上 阶 权 是 函数 
A CY)? a, Y). 
可 用 归纳 法 证 明 & 阶 权 的 一 个 重要 性 质 类 似 于 (5.1.20), 即 有 


m(Y) 
mo) S €^ OG Y). (7. 2.1) 


5E X. 7.2.2 设 M 是 一 个 k 阶 权 ， r 小 于 定理 7.1.3 中 的 ro， 
若 我 们 有 
A= | .MOQDaz | gy HY, (7.2.2) 
9 


其 中 ay 是 Conf(R,Y,r) 中 一 族 一 致 有 界 的 可 测 元 素 ， 则 称 A 是 权 
M 的 有 软禁 半径 r 的 &- 微 局 部 微分 算 子 , 记 为 AEO,(M,k). 

与 以 往 第 一 次 微 局 部 化 相反 , 在 一 般 情形 下 , 对 于 同一 个 算 子 
A 不 可 能 得 到 形 如 (7. 2. 2) 的 分 解 使 得 软禁 半径 可 以 任意 小 . 由 此 
引起 的 不 便 ( 特 别 对 于 复合 运算 ), 促使 我 们 导出 具有 参数 的 算 子 
(定义 7. 2. 5). 

53738 7.2.3 1) O,(M,k) 的 元 素 在 9(R") 和 9Y'(R") 上 是 连续 
的 . 

2) O,CG ID 8 X d L'OR 7? 上 是 连续 的 . 

3) 车 C 和 ro 是 定理 7.1.3 中 的 常数 ,并且 ACO, (Mk), 
1 一 1,2， 其 中 yr 委 ro/C， 那 么 我 们 有 

A, * A, € Oa CMRM DJ，4 EOCM RD (1.2.3) 

定理 7.2.3 的 证 明 与 定理 5. 4. 2 的 证 明 完 全 相同 , 这 里 只 需 用 
双 软 禁 定理 7.1.3 [A (7. 2. 1) CR 5. 4 节 中 相应 的 定理 即 可 . 

为 了 将 S(M, gi) POTRETE, 按照 上 一 节 量 子 化 原理 中 所 
表述 的 思想 , 我 们 需要 投影 子 ( 与 > rX, 这 里 909<r ren), 
即 以 下 类 型 的 函数 

Hy = yy Hoc Xiy H Xer xueay on xy, 
其 中 x,y 是 S(1,g,) 中 一 族 一 致 有 界 的 元 素 , 在 以 Y 为 圆心 , ”为 半 
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径 的 g, 球 Uy,, 的 邻 域 中 为 1,， 其 支 集 在 Uy, 中 . 
Il, 属于 Conf(k,Y,r), 同样 地 , 它 是 下 面 量子 化 中 用 到 的 “三 
明治 ” 另外 , 对 任意 N, 从 Conf(&,Y,r ) 到 Conf(k,Y,r) 的 映射 
a — ACY)" OI, x a — a) 


和 
a — A,(Y)^ (a & If — a) 
xj Y 是 一 致 有 界 的 . 
定义 7.2.4 (量子 化 ) X n, 是 上 述 一 族 投影 子 ， 且 设 (g,) 是 
相对 于 g, 的 单位 分 解 ( 见 引 理 5. 3.3), 其 中 tr 的 支 集 在 Uiy., 中 ， 
与 这 些 相 联系 我 们 可 以 给 出 一 个 从 SCM, g) 2) OL CM, E) d gH 
cdQ ， 


aa 一 [n o Cya)" © II | gw |" dY. (7.2.4) 


像 在 5.4 节 中 所 作 的 那样 ,也 可 以 反 过 来 对 形 如 (7. 2. 4) 89 k 
微 局 部 微分 算 子 4 作出 象征 . 设 {xyj} 形 成 S(1,gy) 中 一 族 有 界 的 元 
E, 在 U, y, 中 为 1, 在 U, y.,, 外 为 0, 这 里 rnenenkRn, 


QA 一 [M ODasg, | gy | ur 


其 结果 依赖 于 {xy| 和 A 的 写法 , 但 仅 只 相差 S(Ma ,ge) 的 一 个 
元 , 在 此 意义 下 它 与 这 种 写法 是 无 关 的 , HE oca. 在 这 一 背景 下 
同 构 定理 的 叙述 总 是 不 理想 的 : 算 子 空间 O.(M,&) 事 实 上 依赖 于 软 
禁 半 径 >, 并且 不 是 一 个 代数 (原因 是 (7. 2. 3) 中 一 ~Cr 的 损失 ). 用 
以 下 概念 将 是 方便 的 . 

EX 7.2.5. UOM, k) TRR A= CAL) (的 芽 ) 的 空间 ，6E 
(0,6o)， 使 得 

D 对 属于 Oo (IM,k) 的 每 个 A, 当 6->0 时 有 7r(6) 一 0. 

2) 对 所 有 N, A 一 Ay EO, (MA ™, k), XP r— maxí(r(D, 
r (6)). 

若 对 于 和 6 一 起 趋 于 0 的 值 "一 r(6), r =r (9), Io) 满足 定 
义 7.2.4 的 条 件 , 那么 对 每 个 充分 小 的 6, 我 们 有 一 个 在 Ow (M, g) 
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中 的 S。(M ,gi) 的 量子 化 Qu, 因而 也 有 映射 a 一 = (a^). E CRI 
9 是 两 个 带 参数 的 算 子 , 我 们 用 V- RRA B RK, 对 充分 小 
R38, 这 定义 (定理 7. 2.3) 是 合理 的 . 

定理 7.2.6 1) 量子 化 的 映射 将 SM, g) AE] OCM, k), E 
导出 一 个 与 IS. gy 的 选择 无 关 的 、 从 SCM, g,D/SCMA,7 , k) Z] 
OCM, k) JOMA? ,有 ) 的 一 一 对 应 .我 们 记 >o(A) 为 “ 送 映 射 ( 象 
4E)", 

o: OCM, k) -> SCM,g,)/SCMA,? gi). 

2) C(IM,k) 的 集合 ， 若 以 k 阶 权 的 群 为 下 标 , 将 构成 一 个 梯级 
代数 ， 且 对 伴随 稳定 . 

3) AMA o4) =A) FoB), oC =, 并 是 在 
(5.2.7) 中 定义 的 运算 . 

注 7.2.7 用 相 空间 的 二 重 积分 来 定义 象征 的 量子 化 同样 是 可 
以 的 : 

af = Ja grapo ns | gy L7? | gy |^ dYdZ, 


Jt ID o 如 同上 述 ， 积 分 区 域 限制 在 一 对 点 的 邻 域 中 ， 用 定理 
7.1.3 它 可 化 为 一 个 单 积 分 . 

现在 我 们 首先 整个 地 , 然后 微 局 部 地 定义 与 L* 和 大 微分 计算 
相 联 系 的 空间 日 (M). 是 否 可 能 完全 一 般 而 不 加 条 件 地 对 互 (M) 自 
然 地 配 以 一 个 Hilbert 构造 ,并 不 总 是 很 清楚 的 . 

定义 7.2.8 设 M 是 一 个 上 阶 权 , E. GC (RO. E CR È 
分 小 的 r+ 和 所 有 BEO,(M,R), 有 BuE1l?, 则 说 u€ HCM,k,R”) 
(或 者 记 u€ HOMD). 

由 定义 立即 可 知 , 若 u€ H(M,&) B. wf 二 (A,)E0(M,k)， 则 对 
充分 小 的 8 有 AUEH(M/M, ,k). 

在 应 用 中 , 最 常见 的 度量 g 是 dr +de /(1 十 1&|*). 第 次 计 
算 的 基本 目标 是 对 通常 的 ( 拟 ) 微 分 方程 证 明 其 解 的 微 局 部 正则 性 . 
这 是 十 分 重要 的 , 一 方面 是 由 于 通常 算 子 是 大 微 局 部 微分 算 子 ， 另 
一 方面 是 为 把 已 (M,*) 的 正则 性 提高 到 通常 的 微 局 部 正则 性 . 
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定理 7.2.9 D EME—^k—0)Bd, E WECCM,k 一 1)， 
则 AEO(CM,k)， 进一步 ， 若 存在 p,9ER AES oCUD€ SMA AR» 
g), 则 IE OMAA, E). 

2) 我 们 有 COMAS k— 1) —0C(MA,5 k). 

下 面 是 一 个 精巧 而 且 基 本 的 定理 . 

定理 7.2.10 车 M 是 一 个 & 一 1 阶 权 ， 则 有 

H(M,k— D = H(M,k). 

证 H(M,k—1)CH(M,R)BSUEBHAE SE AA BS. Be) X A 
O(M,k 一 1)CO(M,k) 可 以 得 到 . 现 设 uc HCM,k—1), 由 象征 计 
算 我 们 可 找到 算 子 

9€0(M ,k—1); 2€ 0(M,k—1); € (AL ,k—1) 
使 得 . 
I = P4Q, + R,. 
zi AEO, (M,k, V), 其 中 7 充分 小 , 则 可 证 明 
Au = (AP,)Qy + (AR,)u € L’. 

AF AP, 属于 O,.(1,k) 且 是 L* 有 界 的 , 而 由 假设 , QuEL. AF 
AR, RT O, (MA3 ,k) 由 前 面 的 定理 , 包含 在 O, (MALA, k— 1) 
中 , 因而 (AR,)u€ 1 ,定理 得 证 . 

定义 7.2.11 (&- 微 局 部 正则 性 ) 设 V 是 R” 中 的 开 集 , 且 看 做 
是 所 有 使 得 V' CCV (对 gi) 的 V 的 并 ,并 设 u€ HOMA,5 k, 
R”). 若 任 给 YE (Aj € VM, kV), 其 象征 oC()ESC(M, gi)/ 
S(MAXi”,gi)， 且 这 个 象征 在 V' CCV 之 外 为 零 ， 并 对 充分 小 的 5 
di A,.C€L', BI £s u 在 V P AE SES T HM), 并 记 为 uE€ 
H(M,k,V). 

利用 象征 的 计算 马上 可 以 给 出 以 下 结果 . 一 方面 , 只 需 对 每 个 
CCV, 找到 如 同上 述 的 ,使 so(Y9) 在 VV 中 可 道 , 这 就 导出 uE 
H(M,k,V). 另 一 方面 , i GE «(Mi,k) H u€ HCM,E,V), VCC 
V, 862,24 8 充分 小 时 有 Bsu€ HOM /M, , E, V^). 

注 7.2.12 当权 M RR Aj 0A? 的 形式 时 , 我 们 称 权 M 的 算 子 
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为 (51，"… ,53i) (多重 ) 阶 的 算 子 .同样 地 , 将 空间 HOM, GÀ H7, 

于 是 定理 7.2.10 的 重要 结果 可 写 为 

He = Ha M1, 

定理 7.2.9 断定 了 (mm o m a ) 阶 算 子 3 也 是 (a,… ,m1,0) 阶 
算 子 , 或 许 x 是 更 好 阶 的 算 子 (例如 (va,… ,m1 一 1,1), 这 时 其 
fRüEc(:4) € S(A e AT Ao 60D. 在 这 种 情况 下 , 对 uE 
Hr 有 AE mi mat. 也 有 可 能 由 大 微 局 部 的 象 
征 计 算 证 得 形 如 AsxE H^ moa ms T BEER. 我 们 看 到 , TERR k 
次 运算 仅仅 有 可 能 得 到 4 PORE, 但 这 并 不 妨碍 将 这 一 正则 性 提升 
到 前 面 的 运算 的 正则 性 上 去 . 

最 后 我 们 看 一 下 Weyl 量子 化 和 标准 量子 化 . 对 一 个 好 的 象征 
可 以 用 一 个 经 上 典 的 公式 从 Weyl 量子 化 aa" 得 到 标准 量子 化 < -~ 
a(x,D), 即 “ 将 系数 的 相 莱 放 到 微分 的 左边 ”. 令 

J*a(x,£) = e" a(x,£), 
我 们 有 
a* = (J'Za)(x,D), a(x,D) = (J'"Za)*(x,D). 
由 假设 
giy Gr, £) 一 Siy(Z， 一 全 

(对 所 有 给 出 的 度量 的 例子 , 这 个 假设 可 以 直接 验证 )， 可 证 明 
[B-L] 算 子 三 是 从 空间 W-Conf(1,Y,r) 射 到 自身 的 连续 映射 . 

于 是 有 可 能 用 标准 的 象征 计算 和 复合 法 则 写 出 上 面 的 全 部 理 
it. 例如 , 用 定义 7.2.4 的 记号 , O,(M,&) 中 的 一 个 元 素 , 在 相差 一 
个 权 算 子 M” 的 意义 下 , 可 写成 如 下 形式 

Az [mz,D) e (ya) (c, D) ° Hy (x, D)dY, 


其 中 aJ "5(A), II, 是 形 如 x,(x,D) 的 算 子 的 三 明治 . 
7.3 二 次 微 局 部 化 


二 次 微 局 部 化 的 历史 可 追溯 到 20 世纪 70 年 代 初 .最初 的 思想 
来 自 Kashiwara, 他 用 上 同调 的 方法 联系 Lagrange 流 形 引 入 了 二 次 


312 


 —ENENECEEGE-GNSENNP" WEE 第 7 章 高 次 微 局 部 化 理论 


微 函 数 . 在 同样 框架 下 , Laurent [La] 给 出 了 二 次 微 局 部 微分 算 子 
的 象征 计算 . 对 于 解析 正则 性 的 情形 ，Sj6strand [Sjl] 和 Lebeau 
[Le2] 用 完全 不 同 的 工具 (F. B. 1. 变换 ) 导 出 了 二 次 微 局 部 化 (也 包 
括 高 次 微 局 部 化 ) 的 定义 . 现在 我 们 知道 这 两 种 处 理 方 法 都 导致 相 
同 的 解析 波 前 集 的 概念 . 

我 们 在 完全 不 同 的 框架 下 (C” Až, Sobolev 型 正则 性 ) 联 系 
Lagrange 子 流 形 导出 了 二 次 微 局 部 化 . 我 们 最 初 的 思想 是 系统 地 建 
立 在 Littlewood-Paley 分 解 上 的 . 在 这 里 我 们 将 二 次 微 局 部 化 作为 
高 次 微 局 部 化 的 一 个 特殊 情况 来 介绍 . 

对 于 二 次 微 局 部 化 ， 可 以 利用 下 列 结 果 ( 希 望 这 些 结果 能 推广 
到 更 高 次 微 局 部 化 , 但 现在 尚 不 清楚 ): Fourier 积分 算 子 作用 的 不 
变性 对 非 线 性 运算 有 相应 结果 . 这 使 我 们 能 将 所 研究 的 问题 扩展 到 
相应 于 非 平 坦 的 Lagrange 子 流 形 的 情形 , 而 不 必 回 到 7. 2 节 所 描 
述 的 框架 . 尤其 是 我 们 可 以 证 明 二 次 微 局 部 化 奇 性 传播 的 定理 , 这 
是 非 线 性 相互 作用 的 结果 的 一 个 关键 定理 (尤其 是 三 个 波 的 相互 作 
用 ). 


7.3.1 原点 处 的 二 次 微 局 部 化 


回 到 7.1.1, 这 里 g, 是 一 个 常用 的 度量 :dx? 十 de? (1+ elè), 
而 
—ltx|£,.,. de 
Iber tiee 
Rob Z'—minllzll| (对 jzl>1, 度量 g; 和 g, 是 一 致 的 ) 我们 


有 


A tie) ^, aS arle). 
限于 X748 型 的 权 函 数 , 我 们 得 到 一 类 象征 的 定义 : 
a E S>" e | D? Dfa P C, AT HH mA. 
一 个 重要 的 特殊 情况 是 双 齐 象征 . 21683. 8 2-9 8/02/98. B. 
是 4 次 齐 次 , 且 当 |z|1&| 关 0 时 为 C” 类 的 . JH— ^ XEBOR Ix Eel 
C" 上 为 零 的 截断 函数 去 乘 a(x,€), 就 得 到 S*"… 中 的 一 个 元 素 , 在 
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相差 S^ * ”的 意义 下 定义 是 有 意义 的 . 

因为 7.1.2 的 条 件 得 到 满足 , 我 们 可 以 应 用 7.1 节 和 7.2 节 中 
的 所 有 结论 : 算 子 类 O”” 和 0"" 及 其 象征 的 计算 (定理 7. 2. 6) 

按照 7. 2 节 中 的 定义 , 二 次 微 局 部 Sobolev 空间 H"" , 是 指 对 
任意 的 AEO””, rn, Au€L' , 现在 可 以 有 更 精确 的 刻画 . 这 是 
因为 在 O^' 中 有 充分 多 的 形 如 xz,D; ,i,j 二 1,2,…,n 的 算 子 . 

命题 7.3.1 设 mER. gg m/70, AMA 

u€ H™”” oO 3*D'u€ H”, 0xilal = Ig| m'. (7.3. 1) 

若 m 是 负 整 数 ， 则 有 

u € He &&wu,€H'.uc- ») mxrDw, 


os lal - Iglscim'l 
(7.3.2) 
OXpm'zmo, H” 的 元 素 显 然 满 足 (7. 3. 1). 反 过 来 , 假设 这 一 条 件 满 
E, PRACO", 由 象征 计算 , 我 们 可 写 出 
A= M» B,,E,z'D'c- B, 


lal — 1gl Sm 
其 中 E, 是 通常 的 m 阶 拟 微分 算 子 ; B, ,是 (0,0) 阶 的 , 因此 在 L* 上 
有 界 ; B, 是 (m, 一 局 ) 阶 的 , 它 将 H, 85980 L^. 因此 我 们 可 推出 
Au€L', BI ue H""., 

至 于 m <0 的 情况 , 显然 由 (7. 3. 2) 可 得 到 u€ H”. 反 过 来 ， 
若 对 所 有 (m,m ) 阶 的 A, 我 们 有 AuE€1L ,由 象征 的 计算 , 不 难 构 
造 与 A 有 同样 阶 数 的 A,。， 且 有 

I= >) xDIE.,A,g Ru, 


lal = [gi ^m 
其 中 ,是 一 m 阶 的 拟 微 分 算 子 , R 是 (0, 一 品 ) 阶 的 . E A, pu 和 
Ru 属于 H”, 这 样 就 证 得 结果 . 
注 7.3.2 不 难 导出 H” 5H" "之 间 的 对 偶 ， 当 涉及 非 整 
数 的 m 时 ,可 以 证 明 H” 的 定义 与 在 [Bon2] 中 所 给 出 的 是 一 至 
的 ， 其 方法 是 用 Littlewood-Paley 分 解 : 
27 | a 2Z/ eD yD ll 和 C. DC «o. 
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这 里 不 需 用 E USD! 的 形式 分 解 人 EDO"”， 而 用 算 子 
Sizn299"507 | D Delar D 


kSj 


dk. BLEA EAR H” 相对 于 复 插值 是 稳定 的 . 
7.3.2 特殊 的 量子 化 和 非 线 性 性 质 


我 们 将 充分 利用 把 所 有 算 子 a* 写成 a,(x,D) 的 可 能 性 . 这 里 ， 
4 限制 于 一 个 球 中 , a, 也 限制 在 同一 球 中 . a (z,D) 是 a 的 标准 量 
子 化 , 或 者 将 a" 写成 [as(z,D)] . 

i <(z) 在 原点 外 是 一 个 C^ 函数 ， 且 为 有 次 齐 次 的 (或 更 一 般 
地 满足 g" 委 C.|z| *). 这 样 一 个 函数 在 1zl16| 委 C“ 中 截断 ,将 定 
X S “的 一 个 元 素 , 我 们 要 写 出 O 和 的 一 个 以 a 为 象征 的 特殊 元 

引进 单位 分 解 


1 一 | pr (DOY A", 
这 里 p (或 者 y) 的 支 集 包含 在 以 y (或 作为 中 心 的 球 中 ,其 半径 为 
rs /hi (或 rA.) , Bü as Cr) RR 8, CO 4 TE ER IET 1 ,这 球 也 以 
y (或 四 为 中 心 ,以 2r (或 2m ) 为 半径 ,并且 函 数 的 支 集 分 别 包含 
在 相应 的 半径 为 2 倍 的 球 中 , 以 量子 化 利用 重 积分 ( 注 7. 2. 7) 我 们 
可 导出 以 下 公式 : 
“= || GYRO) 9 G)YsGOeG) 


Ille zc" , Iyi >C“ 
~ 9; (D)gz (D)az (x)dY A,CY)' aZ A(Z", 
它 也 可 写作 
a? = Hall (mod O * *), (7.3. 3) 
注意 到 ysBz — 9; ATF II IRE X78 
neos 20a GOAZ Aa (2). 


我 们 再 看 文 [Bon2] 中 引入 量子 化 模式 的 一 种 变化 形式 , 在 那里 算 子 
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了 (扁平 算 子 ) 用 Littlewood-Paley 分 解 的 记号 定义 为 
O= > e(2z)g(2 D). 


px 


在 这 两 种 情形 下 , 最 重要 的 一 点 是 存在 a 的 这 样 一 种 量子 化 ,首先 
它 是 将 一 个 真正 的 乘法 用 工 和 了 "如同 “三 明治 ”一 样 夹 着 , 其 次 还 
有 五 的 压 扁 性 质 (下 面 定理 7. 3.4), BD: x REEN, U Hu 在 原点 
越 是 平坦 . 最 后 这 一 性 质 可 由 了 的 积分 只 取 在 12116| 关 C“ 上 ， 以 
及 乘法 运算 是 在 微分 运算 的 左边 导出 . 

定义 7.3.3 (加 权 的 Sobolev 空间 ) i 5220, sts 20, 用 
SP(s,s ) 表 示 上 L? 的 一 个 子 空间 ， 当 十 y 为 整数 时 ， 它 满足 

u € Hi (GNO, |e] Du EL sosxlilsses; 
当 sts 为 分 数 时 ， 则 用 复 播 值 来 定义 . 

AMA SP, s OCHT. 另外 , €$ sn/2 E. st s79n/2, MX 
间 五 “是 一 个 代数 ， 且 SP(s,s ) 是 它 的 一 个 理想 . 
定理 7.3.4 3E 590 B. sts 0. 
1) H H 8) SPG, s), E. I 映 SPG S08) H. 
2) E—I—IH Sk H^" 5| H^^, RE F—1— IU 8 SPG, s^) £j 
H'*, 

在 [Ban2j 中 有 这 些 性 质 的 证 明 , 当 向 量 场 代 替 象 征 为 线性 的 二 
次 微 局 部 微分 算 子 时 , 在 推导 类 似 于 乘积 求 导 的 Leibniz 公式 和 复 
合 函 数 求 导 公式 时 这 些 性 质 起 了 重要 作用 ， 

定义 7.3.5 我 们 称 O”' 的 元 素 Z 为 奇异 的 向 量 场 ， 其 象征 
(标准 的 量子 化 ， 且 可 相差 O^ ” ) 具 有 以 下 形式 

Zz = Da (x) GE), 


其 中 必 在 原点 处 是 C”“ 的 ， LRA 
[3*a; CX) | KC alrt. 
对 以 下 公式 中 出 现 的 不 寻常 的 项 不 应 该 感到 意外 , 34 Z 是 一 个 
C” 向 量 场 与 一 个 无 限 正 则 的 算 子 的 和 时 , 它们 有 相当 的 项 . 
定理 7.3.6 (Leibniz 公式 ) X u deo ATH”, B s>n/2, 
sts >n/2, ZER—A^ddA6€*X45.pXBA^XZE£CUmÓi, M 
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么 存在 (0,0) 阶 的 算 子 E, kA T uf), 使 得 
ZCu,v)zs uZv + wut E u+ Ev (mod H^), 
Zf Cu) = S Zu + SÍ Zo Eut Ev (mod H”). 
(7. 3. 4) 
由 (7. 3. 3) 8] AI, 若 把 一 个 真正 的 向 量 场 > wa 记 作 之 , 我 们 
有 Z-—I' ŽO (mod O^^7). 因此 由 定理 7. 3.4 有 
Z(u,v) = ZII(u,v) (mod H^ ). 
此 外 我 们 有 
uv-— Il(uv) + E(uv) 
= (Ila) (IIo) + CEu) (Hv) + (Hu) EV) 
+ (Eu) (Ev). 
| 右边 前 面 三 项 的 和 由 定理 7. 3. 3 知 属于 SP(s,s ). 这 些 和 与 H(uv) 
的 差 应 属于 SPCs s) H^" —SP(G, o9). 因此 我 们 有 
Z(uv) = Z|i(lIu) (lv) + (EU)CIIo) + (I) ( Ev)!, 
Z(uv) = (Zllu)v-- u(ZlIv) + (ŽEu) I + (ZEv)IHu. 
可 以 看 出 在 右边 要 得 到 量 uZv-- vZu , 还 必须 补充 形 如 (之 Eu)Ho 以 
E(Zu—ZlIu)vzs(Zu—ZlIIu)ITo 的 项 . 这 些 项 都 是 allo 形 的 , 其 中 
a€ H^? B D'aszC,|x| ^. Zi A€CO'? pL a IRE, ATF alI— A B 
8] H''3) H^", 这 就 得 到 结果 . 
注 7.3.7 4H X — dp E69 X5 T, 我 们 可 像 第 4 章 那 样 定义 
空间 HUG.O, ， 其 特征 是 
Z eo Zu € H*, ZEY, ISk, (7.3.5) 
由 Leibniz 公式 ， 我 们 立刻 得 到 相应 于 定理 2.2.2 的 结果 : 对 s 
n/2, sts > 2， 这 一 空间 对 于 SEC, wu 一 feu 是 一 个 稳定 的 代 
&. 


7.3.3 5 Lagrange 子 流 形 相 联系 的 二 次 微 局 部 化 


在 [Bon2] 中 我 们 给 出 了 二 次 微 局 部 微分 算 子 的 下 列 特征 , 在 此 
框架 下 它们 与 R' Beals 关于 拟 微 分 算 子 的 相应 定理 是 等 价 的 . 
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定理 7.3.8 若 A 是 一 个 C” 到 C ”的 算 子 , 且 具 紧 支 集 ， 则 以 
下 两 个 性 质 等 价 : 

D 对 所 有 充分 小 的 r,， ASA, tR, 其 中 AEO”, ReH 
8H", 

2) 多 重 交换 子 

(ad D) (ad M, VYA (7.3. 6) 
gh H** &j HOPIA + 记号 M, 表示 用 T 相 乘 的 算 子 
集合 . 

此 外 ， 若 oo 4 — AK On" 8| ST" 的 梯级 映射 ， 将 Di 和 M 
ETA TTŽ SU 和 S “的 意义 下 射 到 它们 通常 的 象征 (指标 准 
的 量子 化 ) ， 且 使 得 

alA° B)=6(A)o(B), «(ABD 0-650) 00) 


(可 相差 一 个 减少 了 (0,1) 阶 的 象征 ), 那么 对 AEO"”，A 的 象征 
与 c(A) 仅 相差 ST" ! 中 的 一 个 元 素 . 

由 此 定理 一 方面 可 立即 得 到 二 次 微 局 部 微分 算 子 在 可 逆 Fou- 
rier 积分 算 子 (0 阶 ) 下 之 不 变性 , 此 Fourier 积分 算 子 与 一 个 使 原点 
的 余 法 丛 不 变 的 典 则 变换 x 相 并 ; 另 一 方面 又 可 立即 得 出 F eA. 
F ORES. (A) y 在 相差 一 个 低 (0,1) 阶 的 象征 的 意义 下 相等 . E 
A, 若 交 换 子 关系 (7. 3. 6)( 它 等 价 于 所 有 氢 微 分 算 子 的 交换 关系 ) 
对 A 成立, M FA FIRRA. 另外 , 映射 Ao(F '。A。F)。 
x 满足 定理 7.3.8 的 条 件 , 因此 , 除 若 干 低 双 阶 项 外 , 它 与 (A) 
相等 . 

这 一 定理 是 与 Lagrange WÉ A 相关 的 二 次 微 局 部 微分 算 子 定 
义 的 基础 , 除非 A 是 仿 射 的 , 这 一 理论 在 前 两 节 的 框架 下 是 没有 的 
(那里 象征 用 一 个 度量 定义 ). 

我 们 ( 微 局 部 地 ) 引 入 一 族 0 次 齐 次 函数 (mm,…,m,), 它们 生 
成 的 象征 在 A 上 为 零 ， 随 后 我 们 把 Sobolev 空间 H7" (首先 让 m, 
m 是 整数 阶 ) 定 义 为 

Z'M'uEL’, Sm, |J|sm', 
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其 中 Z 是 向 量 场 ，M; 是 0 阶 拟 微 分 算 子 , 其 象征 为 上 述 的 m. 

下 面 我 们 仿照 性 质 (7. 3. 6) 来 定义 一 类 二 次 微 局 部 算 子 Om". 
称 一 个 算 子 ARTO”, 若 算 子 (ad Z) (ad MYA 3€ H^" Ws 
HY "ti mt 

与 变 4 为 原点 的 余 法 从 的 典 则 变换 相 联 系 的 是 0 Dp n] 
Fourier 积分 算 子 . 通过 共 斩 也 可 将 这 两 种 情况 的 二 次 微 局 部 微分 
算 子 互 变 . 最 后 ,由 象征 的 计算 , 我 们 得 到 由 Or”” 到 空间 S*” 的 
主 象 征 的 上 映射. 这 一 象征 空间 由 条 件 

| H'Hla | C" (1 十 nH yet une : Hl 

定义 在 4 的 邻 域 中 , 其 中 H, MH, 是 上 述 象 征 的 Hamilton 75. 

注 7.3.9 在 文 [Bon2] 中 可 找到 更 一 般 的 算 子 使 二 次 微 局 部 微 
分 计算 不 变 . Py 是 保持 原点 不 动 的 及 ' 中 的 微分 同 胚 且 它 限制 在 0 
的 余 集 上 是 一 次 齐 次 的 微分 同 胚 ( 或 者 其 导数 满足 同样 类 型 的 估 
计 )， 容 易 看 到 X 可 通过 复合 作用 在 相对 于 原点 的 二 次 微 局 部 象征 
上 ， 我 们 可 以 定义 运算 u—y' u， 它 保持 二 次 微 局 部 正则 性 不 变 ， 同 
时 通过 共 罗 可 定义 一 个 作用 于 二 次 微 局 部 微分 算 子 上 的 运算 ， 这 一 
运算 与 象征 的 作用 相 容 . 

更 一 般 地 ,我 们 可 定义 沿 A 有 奇 性 的 典 则 变换 ,将 两 个 
Lagrange 流 形 A 和 A ES, 与 其 相 联 系 , 可 定义 与 沿 A 和 A 的 二 
次 微 局 部 化 相 容 的 奇异 Fourier 积分 算 子 . 


7.4 二 次 微 局 部 化 的 应 用 
在 本 节 , 作为 二 次 微 局 部 化 的 应 用 , 我 们 首先 讨论 二 次 微 局 部 
奇 性 的 传播 定理 , 然后 以 此 为 基础 研究 三 个 波 的 相互 作用 . 
7.4.1 二 次 微 局 部 奇 性 的 传播 


下 面 研 究 实 主 型 的 拟 微 分 算 子 在 一 个 较 低 阶 的 双 阶 二 次 微 局 部 
(相对 于 Lagrange 子 流 形 4) 算 子 的 扰动 下 奇 性 的 传播 . 这 一 问题 
仅 对 与 A 相交 的 次 特征 提出 . 我 们 从 典型 的 情况 着 手 , 这 时 算 子 是 
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3 /2x, , 而 Lagrange 流 形 是 原点 的 余 法 从 Au， 然 后 用 象征 计算 和 
Fourier £121 ATKI (629 — Rer OL. 

首先 在 这 简单 情形 下 描述 与 A。 相 联系 的 二 次 微 局 部 的 正则 
性 . uer, 且 在 (0,&) 的 邻 域 中 微 局 部 地 属于 H^ 77. E sr E 
R'NO, 说 分 布 :在 (0,5 ,6xzo) 二 次 微 局 部 地 属于 H”* ,是 指 存在 
e(x)€ C; B 9(0)250, 以 及 存在 零 阶 的 在 原点 外 为 C HAZE) 
和 Q(x), 它们 满足 y (6,0250, 0(0x,)750, 且 使 得 对 O 中 以 0(x) 
xX(&) 为 象征 的 元 素 A, Algu € H. 

事实 上 , 在 这 一 情形 下 , 用 V 和 W 分 别 表 示 &。 和 6x。 的 充分 
小 的 锥 邻 域 , w 是 0 的 小 邻 域 , 对 所 有 属于 Or rr, 且 其 象征 
在 lw 门 V) XW 外 为 零 的 算 子 B， 由 象征 的 计算 可 得 到 一 个 分 解 
B= 二 QA 十 R, 其 中 Q 和 R 的 阶 分 别 为 (0,0) 和 (0, 一 2). 因此 , 由 在 
JFS& (S (0 V) XW 上 微 局 部 正则 性 的 定义 7. 2. 11, RIJE Bu€ 
H”. 

我 们 考虑 3 /azxi 的 出 自 4。 的 次 特征 , 好 由 x =0, £— (0,& )5E 
义 的 次 特征 , 这 里 包 是 固定 的 ,x 是 变化 的 , 对 此 我 们 有 以 下 结 

定理 7.4.1 Ruce”, BOE ERE LAE I € 


HU, 

D (入 射 的 次 特征 ) 67 —1/2 B. ud, E x—(—6,0), £—& 
微 局 部 地 属于 HU. 那么 在 点 x+ 二 0, E=, br 一 (一 1,0) 二 次 微 
”局 部 地 属于 H”. 

2) (第 二 次 特征 ) 若 s ER, HES 1=0, £=, r= 
(lev) G/€ S" D, 二 次 微 局 部 地 属于 H"* ,那么 在 点 z= 二 0， 
£—£&, r= (Le ) 二 次 微 局 部 地 属于 HH”. 

3) 《出 射 的 次 特征 ) 设 5 过 一 1/2, 在 所 有 x 二 0, E=, 80r— 
(1,ev) 的 点 , 其 中 v 跑 遍 R"”' 中 单位 球面 , e 充分 小 ,u 二 次 微 局 
部 地 属于 HUS. 那么 在 点 xz 二 0, & 二 名 ,6X 二 (1,0) 二 次 微 局 部 地 
ET H, 特别 是 在 点 x 二 (e,0)，, £—8, 微 局 部 地 属于 H7. 
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证 明 见 [Bon2], 其 思想 如 下 : 用 压 扁 算 子 II 和 Littlewood- 
Paley 分 解 , 将 其 转化 成 在 加 权 的 Sobolev 空间 中 类 似 结果 的 证 明 . 
对 相对 于 x. 的 积分 算 子 的 估计 基本 上 转化 成 出 现 临 界 指标 的 
Hardy 不 等 式 ( 除 了 在 情况 2) 更 简单 外 ). 

我 们 现在 考虑 算 子 3 /ax R, 其 中 民 是 双 阶 (1, 一 1) 的 , 我 们 
还 作 以 下 假设 

c(R) € S 十 3S 一 ,二 次 微 局 部 地 在 — 0, 
£=, ôr = (+1,0) 附近 . (7.4.1) 
在 这 一 假设 下 , 对 所 有 N, 有 可 能 在 x+ 二 0, E=, SrzES 的 每 个 
点 邻 域 中 二 次 微 局 部 地 构造 一 双 阶 (0,0) 算 子 E, 使 得 
E. GZ +R- «E € Q7, 


di 

这 是 一 个 纯粹 的 象征 计算 问题 , 它 可 转化 成 解 9e /az 一 …. 

若 将 9 /3x， 用 9 /2x, - R 代替 ， 则 定理 7.4.1 的 结论 仍 成 立 而 
无 须 改 变 一 个 字 . 作 一 小 的 让 步 , 我 们 可 对 s 二 一 1 /2 同时 用 D) 
3), 这 样 就 有 以 下 结论 . 

推论 7.4.2 RÄT. 41), 且 uEH" ”, 9u/9xi 十 Ru 在 
(0, 色 ) 微 局 部 地 属于 日 ”""?, 若 在 点 x 二 (一 e,0), £—&, 微 局 部 
WETH P, 那么 在 点 Xz 二 (e,0),& 二 名 处 对 所 有 o<<s 一 1/2 微 局 
部 地 有 uc H'. 

下 面 仅 剩 下 确定 可 以 由 Fourier 积分 算 子 变换 为 前 面 情况 的 状 
d. 一 般 的 结果 如 下 . 

给 定 一 个 Lagrange 流 形 ( 齐 次 的 ) A 和 一 个 m 阶 的 实 主 型 拟 微 
分 算 子 P. 我 们 设 A 和 特征 流 形 pa (0) 在 它们 的 某 一 个 交点 
Cx, E ) 附 近 是 横 截 的 . 我 们 又 设 在 这 点 附近 dp, 限制 到 A 上 是 非 
退化 的 , 这 导致 p, 的 Hamilton 向 量 场 在 (zx, ,&) 附 近 是 横 截 于 A 
的 . 我 们 用 y 表示 通过 这 点 的 次 特征 . 

Xi R 是 双 阶 的 二 次 微 局 部 微分 算 子 , 其 象征 在 点 =r, E= 
&, (0x,0£) - XE H, (x, ,5 ) 附 近 二 次 微 局 部 地 属于 S, "十 Sx 
(这 里 最 后 一 个 向 量 属于 了 T(T R TAR). 设 xE H^ 7, H 
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在 (zxo,5) 微 局 部 地 有 Puc-RuCH'", Suc HH '“ 微 局 部 地 在 
以 A 为 界 的 半 次 特征 y* 的 一 支 上 , 那么 我 们 的 结论 是 在 另 一 支 上 
微 局 部 地 有 u€ H', 这 里 ec<s 一 172. 

在 这 框架 下 , 容易 对 定理 7.4.1 作 相 同 的 陈述 , 第 二 次 特征 确 
切 地 存在 于 T(T R') /(T(A) F, 31658 (82,06) - H, 与 真正 的 
次 特征 相连 接 . u 的 (s,s ) 阶 波 前 集 自 然 地 定义 在 T R i8 A 的 锥 
子 集合 中 , 即 在 (T R'VAJUCTC(T" R') /T(A)) m. 


7.4.2 在 三 个 波 相 互 作 用 中 的 应 用 


现在 , 我 们 简单 地 介绍 用 前 面 的 结果 来 研究 三 个 波 相互 作用 的 
总 体 思想 . 同样 的 结论 已 由 Melrose-Ritter [M-R1] 独 立地 得 到 ,更 
一 般 的 结论 和 改进 由 Chemin [Chem3] 和 Sà Baretto [SB2] 得 到 (后 
面 一 节 将 具体 叙述 ). 

考虑 二 维 空间 的 半 线 性 波 方 程 

Clu = f(x. yu), (7.4.2) 
其 中 口 =37 一 9: 一 9?, 且 /是 C” 的 实 函 数 . 

给 定 一 个 解 u€ H (A), 5253/2, 且 像 3. 1 节 一 样 ,并 用 同样 记 
号 假定 24+ 在 9. 的 影响 区 域 中 . 

给 出 三 个 特征 曲面 马 ,5。 和 5,, 它们 横 截 地 交 于 OQ 中 的 一 个 
点 O, 用 也" 表示 从 O 发 出 的 向 前 的 半 波 锥 ,那么 有 以 下 结论 ( 见 
[ Bon2], [Bon4]). 

定理 7.4.3 EN PREX 03/2 时 ,方程 (7.4.2) 的 解 z 在 
5; ETH”, ELUD MAT HA XUEO.SRAGDE 
有 o <o, 

Du 在 (UZDUT 外 属于 HU. 

2) 在 马 \CUz UP 附近 uc H ÄN, E); 

3) 在 D'NCUZORE uE HEN, rt), 其 中 zt 二 min{k， 
[cT1—3/2]) , 记号 [aj 表 示 a 的 整数 部 分 . 

下 面 我 们 展示 了 这 种 相互 作用 现象 在 三 个 不 同时 刻 的 三 个 画面 
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图 2 


证 明 的 思想 是 模仿 第 4 章 中 处 理 一 个 或 两 个 波 时 的 方法 ,一 旦 
导出 相 切 的 向 量 场 集合 的 生成 元 族 (2 )， 以 及 向 量 值 函 数 U, = 
(Z'u)nce, 我 们 立刻 会 磁 到 以 下 问题 : 不 可 能 把 交换 子 [ 口 ,2 1 
为 口 与 Z 的 组 合 (以 拟 微分 算 子 为 系数 ), 但 在 余 法 分 布 空间 的 证 
明 中 为 得 到 的 一 个 好 的 方程 这 是 一 个 关键 条 件 , 这 一 现象 的 产生 是 
由 于 几何 情况 更 复杂 : 切 向 量 场 在 奇异 PR 而 交换 子 则 是 
不 那么 平 的 算 子 , 从 而 使 得 交换 的 性 质 不 能 满 

RIK, 若 我 们 把 与 Mr MOURARIA HERES 
异 向 量 场 (在 定义 7. 3.5 意义 下 ) 来 代替 , 这 困难 就 没有 了 . 我 们 可 
以 找到 一 族 生成 元 (还 是 记 作 Z), 使 得 有 

(D.2;]- SA, Z; * BL] t Aj, (7. 4. 3) 
其 中 A, 和 Ai 的 双 阶 为 (2, 一 1)，Bi) 的 双 阶 为 (0,0), 且 对 于 满足 
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=gh, DEdy. d (7. 4. 4) 


f 93A (057,6, 9101 ,8X ,6y) 附 近 二 次 微 局 部 地 有 
5(A,,),0(À,,)€ S 十 S2 2， | 
a(Bi)E S"! +S. 

这 是 一 个 典型 的 象征 计算 问题 . 我 们 容易 看 到 , 在 每 个 点 的 邻 域 
里 ,可 以 二 次 微 局 部 地 得 到 真正 的 向 量 场 作为 生成 元 ,从 而 得 到 关 
系 式 (7.4.3), 其 中 A,,,B,; 是 微分 算 子 , 它们 满足 (7.4.5). 再 用 一 
个 与 象征 相 联系 的 二 次 微 局 部 的 单位 分 解 , 总 可 假设 象征 在 (7. 4. 4) 
所 描述 的 球 带 上 为 常数 , 这 就 导出 结果 . 

下 面 仅 需 重复 用 第 4 章 讨论 余 法 分 布 奇 性 所 采用 的 方法 . 由 交 
换 性 , 通过 递 推 可 得 到 下 面 的 向 量 方程 

OU, 十 RU = F,, 

其 中 R, 是 一 个 (2, 一 1) 阶 的 算 子 矩阵 , 而 且 其 象征 满足 (7. 4. 4)， 
(7.4.5). 剩 下 只 需 递 推 地 对 os 证 明 U, € H^^'^. H Leibniz 公 
X, 可 由 上 & 一 1 时 的 性 质 得 到 F,€ H' ^'^. 从 U, 在 过 去 某 时 刻 的 
正则 性 开始 , 由 二 次 微 局 部 的 奇 性 传 插 定 理 可 导出 U,E H^ 7, M 
而 结论 成 立 . 


7.4.3 关于 相互 作用 的 其 他 结果 


(7.4.5) 


上 述 定理 7.4.3 也 被 Melrose-Ritter 独立 证 得 . 而 后 ，Beals X. 
用 不 同 的 方法 重新 证 明了 类 似 的 结果 . Chemin 还 将 这 些 结果 扩展 
到 以 下 方程 的 情形 : , 
Du = f(t,x,y,u, Vu). (7.4.6) 
这 里 的 困难 在 于 非 线性 的 一 阶 项 在 传播 中 所 起 的 作用 , 证 明 的 重要 
一 点 是 关于 形 如 口 十 R 的 算 子 的 奇 性 传播 定理 , 这 里 R 是 一 个 二 次 
微 局 部 算 子 和 一 个 仿 乘积 算 子 之 积 . 

Melrose, Ritter 和 Sà Baretto 在 处 理 这 一 问题 时 发 展 了 一 种 完 
全 不 同 的 方法 . 其 基本 思想 是 对 于 一 个 包含 n 个 超 曲面 的 构 形 定义 


空间 
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LL’ (D = ju € F; Zue L, Z egz, MI<Sk}, 
其 中 ZueseBUI EHE, 这 些 向 量 场 在 三 外 是 C” 类 的 . 一 个 
好 的 选择 是 找 一 个 解除 奇 性 的 、 将 R'NE 同 构 于 一 个 正常 交叉 因子 
的 余 集 , 并 使 空 的 元 素 是 对 应 于 这 因子 的 切 向 量 场 的 像 , 这 一 空间 
的 函数 可 以 说 在 很 强 的 意义 下 是 余 法 的 . 

这 两 种 观点 的 关系 是 十 分 清楚 的 (至 少 从 迄今 处 理 过 的 例子 来 
看 ): 这 些 向 量 场 的 象征 都 是 & 次 微 局 部 微分 算 子 的 象征 , 其 中 逐步 
解除 奇异 性 的 过 程 反 映 了 适当 的 度量 的 选取 过 程 . 而 且 可 以 证 实 ， 
空间 LL? 正 是 前 面 记 作 H*(,) 的 空间 ( 见 注 7. 3.7). 例如 ,下 
述 两 种 情况 就 需要 7. 1 节 的 第 三 微 局 部 化 ， 此 时 分 别 有 p= 二 2 和 
p=3/2. 

如 果 证 明 L^ 间 1L”( 乡 ) 是 一 个 代数 不 很 困难 ,， 则 用 这 一 空间 
(当然 此 时 假设 是 一 个 特征 ) 来 刻画 正则 性 的 传播 就 不 会 有 问题 ， 
在 好 的 情形 下 ,IL” 可 以 写成 与 更 简单 的 几何 形状 相 联 系 的 空间 的 
和 , 对 每 一 个 这 样 的 空间 我 们 可 以 借助 于 向 量 场 来 研究 传播 . 

例如 , 在 两 个 超 曲 面 EQCBI IZ, 沿 着 下 简单 相 切 的 情形 ， 上 述 空 
间 可 写成 和 LL (各 ) 十 1 (25 ) SES, 这 里 L 表示 一 个 与 了 和 
工 相 切 的 C” 向量 场 .在 [M-R2] 中 ，Melrose-Ritter 还 证 明了 方程 
(7.4.2) 的 有 界 解 若 在 某 时 刻 前 属于 LL? (££) (相对 于 特征 面 9, 和 
5 )， 则 在 这 时 刻 后 也 属于 同一 空间 ， 

当 Z 是 一 个 具有 人 尖 点 曲线 的 曲面 时 ，Melrose 在 [Mel2] 得 到 了 
一 个 类 似 的 结果 . | 

Sa Barreto 在 [SB2] 中 证 明了 方程 5. 12 的 三 个 波 相互 作用 的 一 
个 值得 注意 的 结果 . 不 论 在 情形 (1) 即 上 述 三 个 曲面 3, ,3, 和 3, E 
截 相交 , 还 是 在 情形 (2) 即 X, 与 X, 简单 切 于 一 条 与 X, 横 截 相交 的 
曲线 , 他 证 明了 以 下 结果 : 如 果 解 在 某 时 刻 前 在 强 意义 下 是 余 法 的 
(这 里 是 指 在 情形 (1) 是 通常 的 余 法 的 , 但 在 情形 (2) 不 是 ), 那么 它 
们 在 这 时 刻 后 相对 于 X, U3,U5,UT 也 在 强 意义 下 是 余 法 的 . 


7.4.4 Cauchy 问题 
当 问 题 具 有 余 法 初始 数据 时 ， 有 一 些 关 于 二 次 微 局 部 化 的 结 
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R, 事实 上 是 与 以 上 结果 相 类 似 的 ， 当 Cauchy 数据 的 奇 性 在 R 的 
p 条 两 两 横 截 于 一 点 的 曲线 上 时 , 通过 每 条 曲线 C; 有 两 个 特征 面 
Za M S 以 本 表示 从 交点 发 出 的 波 锥 . 设 u 是 非 线 性 波 方程 
(7.4.1) 的 属于 H' 3/2) W. 我 们 假定 两 个 Cauchy 数据 分 别 
属于 相对 于 UC 的 余 法 分 布 空 间 H 和 HTS, 那么 Bony 在 
[Bon3] 中 证 明了 其 解 u GENI 的 并 集 外 属于 C”, 且 对 这 并 集 
光 请 的 部 分 是 余 法 的 . 

当 Cauchy 数据 的 奇 性 在 一 个 点 上 ，Chemin 在 [Chem4] 中 考虑 
完全 非 线 性 的 方程 

F(x,u,Vu,-V"u)-0. 

当 解 u 的 Cauchy 数据 相对 于 原点 是 余 法 的 , 且 假 设 线性 化 方程 在 
原点 “冻结 ”后 得 到 的 常 系数 方程 是 严格 双 曲 的 , 在 原点 外 有 一 光滑 
的 波 锥 ,由 原点 出 来 的 零 次 特征 线 产 生 一 超 曲 面 了 ,在 原点 切 于 这 
$E. 应 用 二 次 微 局 部 化 , 以 及 像 4. 6. 1 那样 用 迭代 的 方式 来 定义 正 
WE, [Chem4] 证 明了 工 在 原点 外 是 C” 的 , 解 Erc, 
且 在 原点 外 栈 附 近 是 余 法 的 . 


7.4.5 在 解析 框架 下 相互 作用 的 一 般 结果 


在 对 几何 结构 作 了 解析 的 假设 后 ，Lebeau 和 Delort 给 出 了 比 
前 面 所 述 要 完整 得 多 的 结果 . 

第 一 个 结果 [Lel] 是 关于 (7. 4. 2) 的 解 ， 其 Cauchy 数据 上 相对 
于 解析 Lagrange 子 流 形 的 Fourier 积分 (经 典 的 ) 分 布 .对 每 个 cE€ 
R, 存在 一 个 次 解析 迷 向 集 (其 正则 性 部 分 是 Lagrange 的 ) L,, 使 得 
微 局 部 地 在 L, 外 有 xE H'. 特别 地 , Æ L, 对 时 间 空 间 的 投射 的 余 
HRl, 则 解 在 一 几乎 处 处 稠密 的 开 集 上 属于 H. 

Lebeau 的 第 二 个 结果 [Le2 ,4] 是 关于 方程 

[lu f(t,r,u, Vu) 

的 , 其 中 r€ R'. 设 已 给 一 个 解 vxE H (A), s (d-2)/2, 其 
Cauchy 数据 相对 于 R" 中 的 一 个 实 解 析 光 滑 超 曲 面 V 是 余 法 的 . 那 
么 存在 一 个 由 V 所 确定 的 T“ C+' 中 的 子 序列 组 成 的 子 集合 6 CI 
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则 上 是 精确 的 ), 使 得 若 令 

Z(E) = ((Z,6 | FERI Z, g € 6, j — 1,2,…,N， 

使 得 2, -> Z, (& 十 … 十) 一 El, 
则 有 
WFuc Z(&)f) T' Q. 

另外 , 基于 二 次 微 局 部 化 理论 ，Delort [Del] 的 结果 证 实 了 , 若 在 点 
(to ,zo) 附 近 , 集合 6 包含 在 一 个 超 曲 面 的 余 法 逼近 叙 列 的 集合 中 
(需要 一 个 比 (OCT 稍 强 的 条 件 ), 则 解 u 在 这 点 附近 沿 是 余 
法 的 . 

关于 《的 确切 定义 详 见 [Le2], 基本 上 是 满足 以 下 类 型 条 件 的 
序列 (2Z, ,5 ) 中 最 小 的 集合 : 

(a) 序列 Z, 收 敏 到 一 实 点 , 序列 &, 收敛 的 方向 朝 着 一 复方 
向 , B(Z, C ) 属 于 一 复 化 特征 簇 . 

(b) 在 “纤维 对 纤维 "的 求 和 下 , 《是 稳定 的 : 若 它 包含 N 个 形 
如 (2Z,, 台 ) 的 序列 , 且 序 列 (2,， De +e,) 4 e, 一 0 时 满足 上 述 条 


件 , 那么 它 必 有 一 个 子 序列 属于 6. 

(c) 8 对 “次 特征 的 传播 是 稳定 的 ”. 

(d 8 包含 如 上 所 述 的 一 个 序列 , 其 中 (Z, LEBAT t= E, 
且 它 在 t==0, c—0 的 投影 是 V 的 ( 复 化 ) 余 法 从 中 的 元 素 . 

上 面 的 第 二 和 第 三 个 条 件 描述 的 是 相互 作用 和 传播 ,此 外 ,车 
只 考虑 有 限 多 个 奇 性 的 相互 作用 ， 则 对 于 每 个 o€ R, 可 以 定义 一 个 
限制 更 强 的 集合 , 使 得 在 这 个 集合 外 u 微 局 部 地 属于 H”. 

证 明 的 思想 十 分 不 同 于 在 此 之 前 用 过 的 所 有 方法 , u 的 波 前 集 
的 控制 归结 为 一 个 多 重 积分 波 前 集 的 控制 , 多少 类 似 于 Feynman 振 
Wd. 使 用 到 波 方程 的 基本 解 的 张 量 积 , 每 一 个 积分 均 反 映 出 一 个 传 
播 相 互 作用 的 图 . 

一 个 特别 令 人 注意 的 特殊 情况 是 这 样 一 个 简单 波束 , 在 二 维 
时 ,所 给 的 Cauchy 数据 相对 于 例如 一 抛物 线 是 余 法 的 . 在线 性情 
况 下 , 奇 性 沿 着 时 空 的 “燕尾 ”传播 (出 现 焦 散 ), 对 一 固定 的 t, 我们 
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用 粗 线 画 出 其 一 截 口 . 又 考虑 到 在 非 线性 情况 奇 性 还 出 现在 由 一 点 
发 出 的 光 锥 上 , 我 们 用 细 线 的 圆 表示 这 一 截 口 ( 见 图 3). 


图 3 


解 4 在 上 述 曲 面 外 是 C” 的 , 在 光 福 点 附近 波 前 集 包 含 在 曲面 
的 余 法 从 中 . 此 外 , 根据 上 面 提 到 的 结果 , 解 在 这 些 点 是 余 法 的 ， 
从 而 可 以 研究 以 上 的 相互 作用 . 这 些 结果 可 由 对 序列 集合 8 的 精确 
计算 得 到 , 但 这 是 不 容易 的 . 
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